ammliing  Groschen 


lathematische 


Eormelsammluiig 


Prof.  0.  TL  Bürklen 


Mit  18  Figuren 
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1  Karte.    Hr.  12'J. 
^ltcrtttm«v,  5ie  beutrdxn,  d.  Dr. 

5ran3  5ul)fc,  Dir.  6.  ftäöt.  mufeums  i. 

Braunfdiroeig.  ITtit  70  ^hh.  Xlx.  V2A. 
3lUeHum0huntif,  i&vUAnSAyt,  oon 

Prof.  Dr.  Ridj.  IHaifd),  ncubcarbcttet 

Don  Rcftor  Dr.  5ran3  poI)II)ammcr. 

mit  9  DoIIbilöcrn.    Hr.  HS. 
—  i^ümifd)«,    Don    Dr.    Ceo   Blodj, 

Do3ent  an  6cr  Uniocrfität  SüriA. 

mit  8  DoIIb.    nr.  45. 
^nalnf«  ®eri|«.-®lrem.,  oon  Dr.  ®. 

£ungc,  Prof.  a.  l».  (Eiögen.  polijtcdjn. 

Sd)ulci.3üricf).  mit  16 flbb.  nr.l95. 
3lnttit)r»0^,   Ööljer«,   I;  Differential» 

rcdinung.    Don  Dr.  5rör.  3unfcr, 

Prof.  am  Karlsgpmnajium  in  Stutt= 

gart,    mit  68  5tg.  Hr.  87. 
Rcpetitorium  unö  Aufgaben» 

fammluug  3.  Differeutialredjnung  o. 

Dr.  5rieör.  3untcr,  Prof.  am  Karls» 

gt)mnaiium  in  Stuttgart,  mit  465ig. 

Hr.  14(5. 
II:  3ntegralrc(i)nung.    Don  Dr. 

Sricör.  3unfer,  Prof.  am  Karlsgiim* 

nafium  in  Stuttgart,    mit  89  5ig. 

nr.ö8. 
—  Rcpetitorium  un5  Aufgaben» 

fammlung  3ur  3ntegralredinung  oon 

Dr.  Srieör.  3unfcr,  Prof.  am  Karls» 

gnmnajium  in  Stuttgart.  mit50  5ig- 

Rr.  147. 


tDisIicenus,  Prof.  a.  6.  Uniocrf .  St 
bürg.  mit36flbb.u.lSteruf.  Xi 

3lfJt?ovi)t|rth.  Die  Befdiaffenl)cit 
I^immclsförper  oon  Dr.  IDalt« 
IDisIicenus,  Prof.  an  öer  Unioei 
Strafeburg,    mit  11  flbbilö.    H: 

^uf0(tb«nr(tmtnl0.  f.  ^imltjt.  ^ 
mtivXt  >.  ffibttteo.O.tEfi.Bül 
Prof.  am  Realgt)mnafium  in  S. 
(Bmünö.   mit  32  Siguren.    Itr. 

-  iiijtirtit«»«rd)«,  ü-  ®-  mai)icr, ; 

6er  matiiem.  u.  pijijfif  am  ©tjn 
in  Ulm.  mit  ö.  Refultaten.  Rr 
Slttffrt^cutiwttvf«  öon  (Dberftuöii 
Dr.  C.  VO.  Straub,  Reftor  öes  C', 
I)arö»CuötDigs»(5i}mnafiums  in  i 
gart.    Hr.  17. 

oon  Dr.  K.  $(I)äfer,   flffiften 
(Betoerbemufeum  in  Bremen. 
22  Hbbilö.    Rr.  74. 
^«U-iebiEtkraft,  ^ic  ttuedttnü^i 

oon  ^rieörid}  Bartt),  ©beringe 
in  Rürnberg.  1.  (Eeil:  Die 
Dampf  betriebenen  motoren 
22  Qlabellen  über  itjrc  flnfdiaffi 
unö  Betriebsfoften.  mit  14  B 
öungen.    Rr.  221. 

2.  (Ecil:    Derfditeöene    m 

nebft  22  (Tabellen  über  ib 
fdjaffungs»  unö  Betriebsfof* 
29  abbilöungen.    Rr.  2-2.-> 


^ammlund  6$$cl)en 


3e  in  elegantem 
£einioanö5an5 
6.  ^.  6örcbeti*rche  Verlagsbatidlung,  Hetpztg. 


80]af. 


etxft^uttfii^fpUU  von  Dt,  (E.  KoI)I» 
raujö},  profcUor  am  Kgl.  Kaifer» 
rDiII)eIms=(5t)mnaUum  3U  ^annoocr. 
mit  14  flbbilö.    Hr.  96. 

tötorgie  >e»r  fifittttfen  von  Dr.  tD. 
migula,  Prof.  a.  ö.  Hedjn.  t^odjfdjulc 
Karlsruljc.  lUit  50  Hbbilb.  Hr.  127. 

i0l0^it  htv  mtvt  I:  Cntftefjung  u. 
tDeitcrbilö.  ö.  tEierrocIt,  Bc3iel)ungen 
3ur  organifdien  tlatur  D.  Dr.  I7cinr. 
Simvotl),  profeifor  a.  ö.  Unioeriität 
£eip3ig.    mit  33  Hbbilb.    Hr.  i;u. 

—  II:  Bc3ic!)ungcn  öcr  Qiicrc  3iir 
organ.  ITatur  o.  Dr.  f)dnt  Stmrott). 
Prof.  an  öer  Unioerjität  Ceipsig. 
mit  35  flbbilö.    nr.  182. 

tiditvei.       tEeftiI»3nöuftrie     III: 

tDäfd}crei,  Bleidicrci,  Färberei  uitö 

il)rc  l7iIfsftoffc  Don  IDilljcIm  majfot, 

£cf)rer  an  öcr  prcufe.  I)öf).  5a<I|fd}uIc 

f.  tleftilinöuftric  in  Krefclö.     mit 

28  5ig.    Hr.  186. 

rdtftU;run0.  Cel^rgang  öer cinfadjen 

n.  öopp.  Bud}!)aItungDon  Rob.  Stern, 

©bericijrer  öcr  ©ff.  J^anöelslel)ranft. 

u.  1)03.  ö.  I}anöelsl)0(l}f(i)ulc3.  Ccip3tg. 

mit  Dielen  5ormularen.  tir.  115. 
ttitil)it  Don  profeffor   Dr.  €ömunö 

^aröi).    Hr.  174. 

tvQeitkuu^K,  ä^birig  ber,  oon  Ejof» 

rat  Dr.  Otto  Piper  in  mündjen.  mit 

30  flbbilö.    nr.  119. 

rentl«,  "^li^tmeint  ttnh  «rlft^rtlti»- 

ardjc.  oon  Dr.  Wiaic  RuöoIpt)i,  D03. 

a.  ö.  Qledjn.  f}od)fd)uIe  in  Darmftaöt. 

mit  22  Siguren.    Hr.  71. 

glnorertuird)«,  uon  Dr.  3of.  Klein 

in  mannfjeim.    Ilr.  37. 

—  jiel)e  aud|:  mctalle.  —  metalloiöe. 
©rflrtttiWj«,  Don  Dr.  3of.  Klein  in 
mannf)eim.    Hr.  38. 

von  Dr.  E)ugo  Bauer,  flffiftent  am 
d)em.  Caboratorium  öcr  Kgl.  Ze(l\n. 
I}od)fdjulc  Stuttgart.  I.  II:  fllt:= 
pl}atifdie  Derbinöungen.  2  (Teile, 
nr.  191.  192. 

—  III:  KarbocT)nifd|eDerbinöungen. 
nr.  193. 

—  IV:  tictcroctjfltfdjc  Ocrbinöungcn. 


®lrem{«,  ^lit)fi0l0^ifAjt  0.  Dr.  med. 
fl.  Cegaf)n  m  Berlin.  I :  flffimilo* 
tion.    mit  2  (Tafeln.    Hr.  240. 

II:  Difjimilation.   mit  2  (Tafeln 

nr.  241. 

^IftmirAj-Etdtnifdit  ^nrtlnfe  t)on 
Dr.  (5.  Cunge,  Profeffor  an  öer  (Eiö» 
genöff.  poIt)ted)n.  Sdjule  in  3ürid). 
mit  16  flbbilö.    nr.  195. 

®i4»,  ^<r.  <5efd)id)te  öes  Don  Rui)  Dia3, 
ffirafcn  »on  Bioar.  Don  3-  ®-  ticröer. 
I)rsg.  unö  erläutert  oon  Prof.  Dr.(E. 
naumann  in  Berlin,    nr.  ;«>. 

^ixinpfksffgl, PU.  Kur3gcfag;es Cef)r. 
bud|  mit  Beifpielen  für  öas  Selbft» 
ftuötum  u.  ö.  praftifdjcn  ©ebraud)  Don 
5ricörtd)  Bartf),  (Dberingenicur  in 
nürnbcrg.    mit  67  5igurcn.    nr.  9. 

^(tmpfmafAiim,  ^U.  Kursgcfafetes 
Celjrbud)  m.  Beifpielen  für  öas  Scibf  t= 
ftuöium  unö  öen  praft.  (Bcbraud)  »on 
Sricörid)  BartI),  ©bcringenicur  in 
nürnbcrg.    mit  48  Figuren.   Hr.  8. 

^id)tun$en  n.  ntitUHicdiT^eutfOitv 
jtfföljtclt.  3n  flustoal)!  m.  €inltg.  u. 
IDörterb.  fjerausgcgeb.  0.  Dr.  l7crm. 
3an^cn  in  Breslau.    Hr.  137. 

i^UiviAitptn,  Kuörun  u.  Dietrid)epen. 
mit  (Einleitung  unö  IDörterbud}  Don 
Dr.  ®.  £.  3iric3e!,  Profeffor  an  öer 
Uniocrfität  münfter.    Hr.  10. 

^ifftventiulvtAittmtOi  von  Dr.  5rör. 
3unfer,  Prof.  a.  Karlsgt)mnaftum  in 
Stuttgart,    mit  68  5ig.    nr.  b7. 

—  Repetitorium  u.  flufgabenfammlung 
3.DiffercntiaIred)nung  oon  Dr.^rör. 
3un!er,  Profeffor  am  Karlsgtim» 
nafium  in  Stuttgart,  mit  46  5iq. 
nr.  146. 

^i>^aU«^«tr  mit  ®rammatif.  Über» 
fe^ung  nnb  (Erläuterungen  oon  Dr. 
lDiII)eIm  Ranifd),  (5i)mnaftal=®ber9 
Iclirer  in  ©snabrürf.    Hr.  171. 

ißifenlfiittcnhunht    oon   fl.  Krauft, 

öipl.  J^üttentngcn.  I.  (Teil:  Das  Rol^» 

eifen.  mitl75ig.u.4(TafeIn.  Rr.  152. 

-  II.  (Teil :  Das  Sdjmieöcifcn.  mit  25 

Siguren  unö  5  (Tafeln.    Rr.  153. 


$atninlung  6$$cbcn 


3e  in  elegantem 
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6.  %  eSrcbenTcbc  Vcrlagshandlung,  Hefpzfg. 


eUhttfifltät.  a:i)coret.pi|t)flf  III.TEetl: 
€Icftri3Uät  u.ITtagnettsTnus.  Don  Dr. 
ffiuft.  3äqcr,  profcffor  a.  6.  Unioerf. 
IDien.    tttit  33  flbbilögn.    Itr.  78. 

(ßUMvaditmie  I:  Q:!)eorctijdie  (EIef= 
trocfiemie  unö  ifirc  plipjtfaIif(f}»(i}eTn. 
(Brunölagen  d.  Dr.  Jicinrid)  Dannecl, 
Prioatöosent  an  6er  Kgl.  tcdinifdjen 
Bodifdiulc  3U  Hadien.  Utit  18  5ig- 
Itr.  252. 

eUktVfitedjnik.  (Einführung  in  öic 
ntobemc  ffilcid}»  unö  tDc(J)TcIjtrom» 
tcdjnit  von  3.  f)errmann,  profcfjor 
öcr  (Eleftrotcdjnif  an  öer  KgL  (Ecdjn. 
fjoc^fdiulc  Stuttgart.  I ;  Die  pl)t)fi* 
taliid|cn  (Brunblagcn.  lUit  47  5ig- 
Hr.  196. 

—  II:  Die  (Blcidjftronttcdinil.  lUit  74 
5iguren.    Hr.  197. 

—  III :  Die  rDcäjJcIftronttcdinil.  ITTit 
109  5iguren.    Hr.  198. 

litirltd)t  oon  Dr.  fl.  ITippoIöt  ir., 
IHttgl.  b.  Kgl.  preu&.mctcorol.  3nft. 
3.  Potsöam.  m  14  abb.u.3  (Eof .  Hr.  175. 

(iBt^ih  Don  Profejfor  Dr.  (Eljomas 
fldielis  in  Bremen.    Hr.  90. 

$'dvbevci.  a:cjtil»3n6uftrie  III: 
IDäfcljcrei,  BIcidierei,  5ärberei  u.iljrc 
I^ilfsftoffc  o.  Dr.  IDill).  tUaffot,  £cf)rer 
a.  6.  preug.  l)öl).  5a(i|f  djulc  f.  Hie  jtilin« 
buftriciKrcfelö.  m.285ig.  Itr.  186. 

£tvntvv»d)wtftnt  P«»,  oon  Dr. 
£uöa)ig  Rellftab  in  Berlin.  Iltit  47 
5igurcn  unö  1  tEafcI.    Itr.  15,5. 

^lllfttbribtttiott.  (Ecrtil«3nöuftrie  II: 
BDeberci,  IDirtcrei,  pofamentiercrci, 
Spieen*  unö  (Baröincnfabrifation 
unö  5il3fabrifation  oon  Prof.  ITtcy 
(Bürticr,  Direftor  öcr  Königl.  ired)n. 
Scntrolftclle  für  ^eytil^Jnöuftric  3u 
Berlin,    mit  27  5tg.    Hr.  185. 

ginnniwifftnfdmfi  o.  (Bclj.  Reg.»Rat 
Dr.  R.  oon  öcr  BorgI}t,  präjiöent 
öcs  Statiftifdien  Amtes  in  Berlin. 
Itr.  148. 

gi^Aitvti  mt^  f  ifdtfud)t  d.  Dr.  Karl 
(Etfftcin,  Prof.  an  ber  Sorftalaöemic 
(Ebcrsroalöc,  flbtellungsöirigent  bei 
öer  £jauptftation  öcs  forjtliqen  Der» 
fud|sroefens.    Itr.  159. 


Rcpetitorium  ö.  Rtattjematif,  entl).  öie 
toiditigften  Formeln  unö  Celjrfä^c  ö. 
flritljmetif,  Algebra,  algebraijdien 
Hnaltjfis,  ebenen  ®eomctrie,  Stereo« 
metric,  ebenen  u.  fpljärifdicn  Q:rigo« 
nometric,  mati).  (Bcograpbie,  anairjt. 
(Beomctrie  ö.  (Ebene  u.  ö.  Raumes,  ö. 
Different.«  u.3ntcgralre(i}n.  d.  (D-  tElj. 
Bürflen,  Prof.  am  Kgl.  Realgtjmn.  in 
Sd5tD.*(Bmünö.   ITtit  18  5ig-    Rr.  51. 

—  IHmRItttUfdi«,  oon  (B .  ntaljler,  Prof. 
am  (Bqmnafium  in  Ulm.    Rr.  136. 

^orvjtttilprenrdittftoon  Dr.  Hö.  Sditoap. 
pod),  profeffor  an  öcr  5orftafaöemie 
(EbcrstDoIöc,  flbteilungsöirigent  bei 
öer  l7auptftation  öes  forftIid|en  Der» 
fudisroefens.    Rr.  106. 

Svtmhwavt,  5»!*,   Im  ^tuifAjm 

oon  Dr.  Ruöolf  Kleinpaul  in  Ceip3ig. 
Rr.  55. 

(ß  (t  ttiinenf  (»t»trilti>iian.  tue  jtil  •  3n. 
öuftrie  II:  IDcberei,  IDirferei,  pofa» 
mentiercrei,  Spieen»  unö  (Baröinen* 
fabrifation  unö  5il3fabrifation  oon 
Prof.  Xdajc  (Bürtler,  Direftor  öer 
Königl.  tEecfinifdicn  ScntralftcIIc  für 
trejtiI=3nöuStric  3U  Berlin.  Rtit  27 
5iguren.    Rr.  185. 

ißta^afit  oon  Dr.  (E.  Reinlier^,  pro» 
fcffor  an  öer  tEcdinifdien  Qodjfdjule 
ijannooer.  Ittit  66  Hbbilö.    Rr.ioa 

(ßg0livaplii«  ^  ^fttranamifdt«,   oon 

Dr.  Sicgm.  (Büntbcr,  profcffor  a.  ö. 
Scdinifi^cn  I)odjfd)uIe  in  ITtündjen. 
Rtit  52  Hbbilöungcn.    Rr.  92. 

-  lllrnftrdj«,  oon  Dr.  Siegm.  ©üntber, 
profcffor  an  öer  Königl.  tEedjnifdicn 
l^odifdiulc  in  Rtündien.  Rtit  32 
Hbbilöungcn.    Rr.26. 

—  f.  audj:  £anöcsfunöc.  —  Eönöcrfunöe. 

($<oiO0U  0.  profcffor  Dr.  (Ebcrl).  5raas 
in  Stuttgart.  Rtit  16  Hbbilö.  unö  4 
Qiafcin  mit  über  50  5iguren.  Rr.  13. 


$aintnlund  Gi)$cben 
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6.  %  6ord>en'fcbe  Vcrlagsbandlung,  Heipzfg. 


D.  profeftor  Dr.  llt.  Simon  in  Strafe« 
bürg,    ntit  57  Figuren.    Hr.  65. 

flufgabenfamminng  3ur  flnalijt. 

©comctrie  öcr  (Ebene  oon  ©.  tif). 
Bürflen,  profcjfor  am  Realgrjmna}. 
in  SdjtD.='(Bmünö.  tTtit  32  figuren. 
Hr.  256. 

—  ^nalntifAjty  fce*  Pitutne«  oon 
Prof.  Dr.  m.  Simon  in  Strafeburg, 
mit  28  Hbbilöungen.    Hr.  89. 

—  ^ttvfteüen^t,  o.  Dr.  Rob.  t^aufencr, 
Prof.  a.  6.  tledin.  f70dijdiule  Karls» 
rul)c.  I.  mit  110  5igurcn.  Hr.  142. 

—  ^bmt,  oon  ©.  maljler,  profcffor 
am  ©tjmnafium  in  Ulm.  mit  111 
3tDcifarb.  $iQ.    Itr.  41. 

—  |lt*of«lttit*«,  in  frjntljet.  Bebanölung 
Don  Dr.  Karl  Doeljlemann,  Prof.  an 
öerUnioerjitätmüncfien.  mitSSjum 
tlctl  ätöctfarb.  Figuren.    Itr.  72. 

<(^tfä)lA)U^  ^ttbirdi«,  üon  Dr.  Karl 
Brunner,  Prof.  am  (Btjmnafium  in 
Pforsljcim  unö  priootöosent  öcr  (Be* 
fdlidlte  an  öcr  (Eedjn.  Jjo(ä}fdiuIe  in 
Karlsrutjc.    Hr.  230. 

—  ^ufftvifAit,  oon  Dr.  I^ans  ©dfel  in 
augsburg.    Hr.  160. 

—  )^ta  ^ijfitntinirriien  ^eidje«  oon 
Dr.  K.  Rotl)  in  Kempten.    Hr.  190. 

—  ^Mttfdi«,  im  itttttelttitetr  (bis 
1500)  oon  Dr.  5.  Kurse,  (Dberl.  am 
Kgl.  Cuiiengtjmn.  in  Berlin.  Itr.  33. 

inti«it(tlt«trb«tr|$efairm(ttion 

tt.  hgv  ^eli^ian^hviest  oon  Dr. 

5.  Kur3e,  ®berlcl)rer  am  Kgl.  Cuifcn* 
gqmnajium  in  Berlin.    Itr.  34. 

—  gfunfSftrritc,  oon  Dr.  R.  SternfcI6, 
Prof.  0.  6.  Unioerf.  Berlin.    Itr.  85. 

—  (ßtitA)i\d}t^  oon  Dr.  I)einri(i| 
StDoboöa,  profcffor  an  öcr  öeutfdicn 
Unioerfität  prog.    Itr.  49. 

—  l»«0  19.  ^ix\jvljmt^tvt0  0.  (Dsfar 
3ägcr,  0.  Ijonorarprofeffor  an  öer 
Unioerf.  Bonn.  l.Böd}n.:1800-1852. 
Hr.  216. 


oon  ®sfar  3ägcr,  o.  I}onorarprof. 
an  öer  Unioer  Jität  Bonn.  2.  Bödjn. : 
1853  bis  (Enöc  ö.  Zalix)).    Ur.  217. 

—  ^»vatl»  bis  ouf  öic  gricdj.  Seit  oon 
Lic.  Dr.  3.  Ben3ingcr.    Ur.  231. 

—  $ßHivinQett»,  oon  Dr.  Ijerm. 
Dcrid}stDeiIcr,  (Bei).  Regicrungsrat 
in  Strafeburg.    Ur.  6. 

—  hi»  alten  pt^rgenianh«»  oon 

Dr.  5t.  J)ommeI,  Prof.  o.  ö.  Unioerf. 
mündien.  m.6Bilö.u.lKart.  nr.43. 

—  ©|ierreidfirrf?e,  I :  Don  öer  Ur3eit 
bis  1526  oon  i)ofrat  Dr.  5ran3  oon 
Kroncs,  Prof.  a.  ö.  Unio.(5ra3.  nr.l04. 

II :  Don  1526  bis  3ur  (Begcnojart 

oon  Jjofrat  Dr.  5ran3  oon  Kroncs, 
Prof.  an  öer  Unio.  (5ra3.    Hr.  105. 

—  ^0tnlfA)e>  neubearb.  oon  Real» 
gtjmnafiaUDir.  Dr.3ul.Kodj.  Hr.  19. 

—  ^ttrrtrd)«,o.  Dr.  roilb.  Reeb,  (Dberl. 
am  (Dftcrgt)mnafium  in  main3.  Hr.  4. 

—  §'M)ftfAig,  oon  Prof.  (Dtto  Kaemmcl, 
Rcftor  öes  Hifolaigtjmnafiums  3U 
£cip3ig.    Hr.  100. 

—  pA)tvti^«vifd}t^  oon  Dr.  K.  Dänö» 
Wer,  Prof.  a.  b.  Unio.  3üriä|.  Hr.  188. 

—  l^«r  Pti»i«tr«i  fielje:  malcrci. 

—  b«r  £Cti»tlr«tni>tik  f. :  matliematif. 

—  Uv  mnfih  fic^c:  mufif. 

—  b«r  |t(i:^(t0«0ih  fic^e:  päöagogif. 

—  b«#  ^ttttfdjtn  ^0tnau»  f. :  Roman. 

—  titv  T^sutfdnn  §^pvadit  ficijc: 
©rammatil,  Dcutfdjc. 

tßtfun^litHMtltvt.  Der  mcnfdjli^c 
Körper,  fein  Bau  unö  feine  tEätig» 
feiten,  oon  (E.  Rebmann,  ©berrcal» 
fdjulöireftor  in  5reiburg  i  B.  mit 
6cfunöbeitslel)rc  oon  Dr.  med.  B. 
Seiler,  mit  47  Abb.  u.l  Olaf.   Hr.  18. 

(ßtwtvbtwtftn  oon  IDerncr  Sombart, 
Profeffor  an  ö.  Unioerfität  Breslau. 
I.  II.  Hr.  203.  204. 
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Arithmetik, 
Algebra  und  algebraische  Analysis. 

I.  Abschnitt. 

Arithmetik  und  Kombinatorik. 

§  1.     Potenzierung  und  Zerlegung  von  Binomien. 

1.  (a  +  b)2  =  a2  +  2ab  +  b2. 

2.  (a  +  b  +  c  +  d)2  =  a2  +  2ab  +  2ac+2ad  +  b2 

+  2bc+2bd  +  c2  +  2cd  +  d2. 

3.  (a  +  b)3  =  a3  +  3a2b  +  3ab2  +  b3. 

4.  (a  +  b)*  =  a^4:4a3b  +  6a2b2  +  4ab34-b*. 

5.  Binomialtaf el : 

1  ->  1 

I 
1  -V  2  -y  1 

I        l 
1^3_>3_vl 

14        6        4  1 

1        5      10      10  5        1 

usf. 

(Binomischer  Lehrsatz  s.  §  20.) 


Arithmetik  und  Kombinatorik. 


'•IS 


3  -j-  b^  =  (a  +  b)  (a2  -  a  b  +  b2) 
5-i-b5  =  (a+b)(a*-a3b  +  a2b2 
usf. 


a  b3  +  b*) 


,    I  a3-b3  =  (a-b)(a2-|-ab  +  b2) 


8. 


5  _  b5  =  (a  —  b)  (a^  -f  a3  b  +  a2  b2  -I-  a  b3  +  b^) 

usf. 
a2_b2  =  (a  +  b)(a-b) 

a*-b*  =  (a2-b2)(a2-|-b2)  =  (a+b)(a-b)(a2+b2) 
=  (a  +  b)  (a3  -  a2  b  +  a  b2  —  b^) 
=  (a  -  b)  (a3  +  a2  b  +  a  b2  +  b^) 
usf. 


1. 


§  2.    Proportionen. 

a       c 
"Wenn  a :  b  =  c  :  d ,    dann  ist  —  =  —  und 

b      d 

a:c  =  b:d,  c:a  =  d:b, 

b:a  =  d:c,  c:d  =  a:b, 

b:d  =  a:c,  d:b  =  c:a, 

d  :  c  =  b  :  a  ,     d.  h. : 

In  einer  Proportion  kann  man  die  inneren  Glieder 
unter  sich,  die  äußeren  Glieder  unter  sich  vertauschen 
und   es   dürfen   die   inneren   Glieder   zu    äußeren,    und 
die  äußeren  zu  inneren  gemacht  werden. 
2.  ad  =  bc  ,     d.  h.: 

Das  Produkt  der  äußeren  Glieder  ist  gleich  dem 
Produkt  der  inneren. 

ümgekehi^t:  Sind  zwei  Produkte  aus  je  zwei  Fak- 
toren einander  gleich,  so  kann  aus  denselben  eine  Pro- 
portion gebildet  werden.  Die  Faktoren  des  einen 
Produktes  werden  die  äußeren,  die  des  anderen  die 
inneren  Glieder  der  Proportion. 
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a  m :  b  m  =  c  :  d  ,       (a :  m) :  (b  :  m)  =  c  :  d  , 

a  m  :  b  =  c  m  :  d  ,       (a :  m) :  b  =  (c  :  m) :  d  ,     d.  h. : 

In    einer    Proportion    darf    ein    inneres    und    ein 

äußeres  Glied  zugleich  mit  derselben  Zahl  multipliziert 

oder  dividiert  werden. 

4.  a":b"  =  c^:d°  ,     |     Väi^b  =  ]/c  :  |/d  . 

5.  Korrespondierende  Addition: 

a :  (a  +  b)  =  c :  (c  +  d)     |     b  :  (a  +  b)  =  d  :  (c  +  d)  . 

Korrespondierende   Subtraktion: 
a:(a-b)  =  c:(c-d)     |     b  :  (a  — b)  =  d  :  (c  — d)  . 

Korrespondierende   Addition   und    Subtraktion: 
(a  +  b) :  (a  —  b)  =  (c  +  d) :  (c  —  d)  . 

Das  erste  oder  zweite  Glied  einer  Proportion  ver- 
hält sich  zur  Summe  oder  Differenz  des  ersten  und 
zweiten,  wie  das  dritte  oder  vierte  Glied  zur  Summe 
oder  Differenz  des  dritten  und  vierten. 

Die  Summe  des  ersten  und  zweiten  Gliedes  ver- 
hält sich  zur  Differenz  derselben,  wie  die  Summe  des 
dritten  und  vierten  Gliedes  zur  Differenz  derselben. 

6.  Wenn  a :  a^  =b  :  b^  =c  :  c^  =  . . . = w :  1 ,    dann  ist 
(a+b  +  c+. . .) :  (a^  +bi  +Ci  -1-. . .)  =  a  :  a^  =  . . .  =  w  :  1 , 
und        (a  m  -f  b  n  -j-  c  p  +  ...):(%  m  -|-  bj^  n  +  Cj^  p  +  ••  •) 
=  a:aj^  =  ...w:l. 
7.  Wenn  a  :  b  =  c   :  d 

%  :  bj^  =  c^  :  d|  ,     dann  ist 
(a  aj) :  (b  bj  =  (c  c^) :  (d  d^)     und 
(a:ai):(b:bi)  =  (c:ci):(d:di)  . 
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8.  Wenn     a  :  b  =  c :  d     und 

a :  b  =  c :  X  ,     dann  ist 
x  =  d. 

9.  Stetige  Proportion:    a:x  =  x:b. 

10.  Harmonische  Proportion: 

(a  —  b) :  (c  —  d)  =  a :  d  ; 
stetige  harmonische  Proportion: 

(a  —  x) :  (x  —  b)  =  a :  b  . 

11.  a)  Arithmetisches  Mittel  aus  a  und  b: 

a  +  b 


2 

b)  Greometrisches  Mittel  aus  a  und  b: 

X  =  "[/a  b  . 

c)  Harmonisches  Mittel  aus  a  imd  b: 

2  ab  ,       1        1  /l        1\ 

X  = ,       also  —  =  TT h  -^    • 

a  +  b'  X       2  \a    '    b/ 

Bei  n  Größen  a^ ,  a2  . .  •  an  ist 
a)      X  = ,       b)  X  =  ]/ai  ag  ...  an  , 


c) 


X        n  \a^        a^  3^/ 


d)  Cauchys  Satz: 

i-T-c^-r     T_^;>i/aia,...an>l:-  -  + h.-.  +  --^ 

n  '  n  Va^      a^  an^ 

§  3.     Potenzen  mit  ganzen  Exponenten. 

I.    Positive,   ganze   Exponenten. 
j  a^  =  a  •  a  •  a 

\  a™  =  a  •  a  . . .  a  (m  Faktoren), 
a  heißt  Basis,   m  Exponent,   a™  Potenz. 


Potenzen  mit  ganzen  Exponenten. 
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,2n 


1,  wenn  a^l. 

oo  ■^ 

(-1)2»  +  1  =  -1 

(a_b)2n  +  l=  _(b_a)2n  +  l  . 

^  ,     wenn  m  >  r 
wenn  m  =  r 


f  (-ir  =  +  l 
2.  \  (— a)2n  =  +a= 


(a-b)2°  =  (b-a)2", 


a™  :  a^  =  ^ 


1 


,    wenn  m<r. 


a™  — b™ 
a  — b 


(ab)°^=a™b". 


a"^ 
b^ 


6.     {d^y  =  a" 


aTn-i_|_am-2b_|-a™-3b2-f  . 


ab™-2  +  b"-i  . 


a™  — V 


a  — 


_  0^ 
a  =  b~Ö" 


ma*' 


IL    Negative,   ganze  Exponenten. 
Erklärung:    a~™  =  —  . 


a™.a-^  =  a™-^ 
a— ™  .  a^  =  a~"+'* 

a™:a-^  =  a™+^ 
a-°»:a'"  =  a-"*-'' 
a— °*:a~^  =  a"~™+^ 


=  a— ("*+'") 


(ab)-°^  =  a-'"b-°^  . 


12 

5. 
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§  4.    Wurzeln. 

Erklärung:  Wenn  x°  =  a,   dann  x  =  ya,    also 


aj  =a 


'a"  =  a  . 


, — 
Benennungen:       Bei      ]/a     heii^t     a     Radikand, 

2  _ 

n  Wurzelexponent;    ya=ya. 


1.     ° 


I.    Wurzelformeln: 

/i  =  i;    yo=o;     yi  =  i;     y^^=-i 

flr-  2n  +  l, 2n  +  l. — _ 

/a:=a;  ya2-+i  =  a;  y-a2-+i  =  -a 

2n, 


3. 

4. 

5. 
6. 

7. 


y(_a)2°  =  -a. 
ya  •  yb=yab  . 

y^:yb=ya:b=[/-. 

]/a^=(}/är. 


/a»  =    va.' 


/a'^  = 


j;-^=.""y^=]7";/a. 


Wurzeln. 

n  n 

a]/b-=ya"b  . 
n.    Rationalmachen  des  Nenners: 


13 


^ 


z        z]/a            z        zya°-i 

i. 

2. 

- 

f    .     z            z(/a  — /b)  ^ 
/ä+yb            a-b       ' 

z            z(}^  +  )/ab+]/b2) 

z         z(yä+yb— yö) 

3. 

/a:+yb+yc    (ya+ybf-c 

5(ya+yb-y^)(a-l-b-c-2yarb)  _ 

besond 

l                     (a  +  b-c)2-4ab 
Lerer  Fall  a  +  b-=c. 

'    .     z             zj/a  +  l/b       z/a  +  ]/b(a-yb) 

4. 

1^ 

m. 

+  yb          a+yb                   a2-b 

z)/(a2-b)(a-yb) 
~             a2-b 

Zerlegung   einer  Quadratwurzel: 

/a  +  yb  =1/^^VT/^-^- ,  wobei  r  =  ya2-b 


14 


Arithmetik  und  Kombinatorik. 


lY.    Beispiele    für   Quadrat-    und   Kubikwurzel- 
ausziehung: 

1.  yi2|53|16=:354 

9  =  a2 

2a='6J3~53 

325  =  2ab4-b2 

2(a  +  b)  =  70l2816 

2816  =  2(a-f  b)c  +  c2 


y44|361|864  =  354 
27=a3 


3a2=27 


17361 

135      =3a2b 
225    =3ab2 

125  =  b3 


3(a  +  b)2  =  3675 


1486864 

14700   -3(a  +  b)2c 
1680  =3(a  +  b)c2 


64 


—-o'i 


■ )/( 


25x6-30x5+79x^—57x3  +  58x2-21 


9\ 


+  25x^ 


10x3 
10x3 


—  30x^+79x4 
+  30x5  4_    9x4 


=  5x3  — 3x2  +  7x- 


6x2 


+  70x*_ 

+  70x^  +  42x3  +  49x2 


10x3  —    6x2+14x 


-15x3+    9x2^ 

+  15x3+    9x2  +  21x  +  - 


Imaginäre  und  komplexe  Zahlen.. 
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4    y(i25x«-225x84-660x^-657x«  +  924x5-441x*+343x8) 
+  125x^  =5x3-3x2  4-7x 


75x6— 225  X« 

+  225x8+135x^+27x6 


75x6  — 90x^^+27  X* +525x^  —  630x6 
^.  1  +  525x^  +  630x6  +  189x5 


+  735x5 +  441x*±343x' 


§  5.     Potenzen  mit  gebrochenen  Exponenten. 

Erklärung: 

r  —  r  r  .. 


,-  =  ]/a- 


a    "  =  a 


=  T/a 


/a*^  = 


1. 

r                            r 
1"  =1  ;          0"  =0  . 

ya'- 

4. 

r            r      r 

(ab)^  =a^b"  . 

2. 
3. 

iL      P_        — +P 
a^  .ai  =a°     <i  . 

r         p             r        p 

a^  :a^  =a^     ^  . 

5. 

6. 

r             r         r 

(a:b)'^  =  a^:b^ 

/     r\p             r      p 

U^/q  =a"  'i  . 

§  6.    Imaginäre  und  komplexe  Zahlen. 

Erklärung: 

]/— 1  =i  (imaginäre  Einheit), 
y— a  =  iyär  (imaginäre  Zahl), 
a  +  bi  (komplexe  Zahl;  Normalform). 


—  1 

+  1 

2 


=  4-1 

i4n  +  l_^i 
i4n  +  2__l 
i4n  +  3==_i. 


1    =1 

i2  =  -l 

i^ 

b  =  i2y^=_ya7b;  (y^)' 
y^:y^=-yaTb . 


a; 
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3.  Konjugierte  komplexe  Zahlen:    a  +  bi   und   a  — bi, 

(a  +  bi)(a  — bi)  =  a2  +  b2. 

4.  Wenn  a  +  b  i  =  0 ,  dann  ist  a  =  0  und  b  =  0  , 
wenn  a  +  bi  =  x-}-iy5  dann  ist  a  =  x,  b  =  y  . 

5 .  Setzt  man :  a = r  cos  99  (99  Anomalie = Richtungswinkel), 

b  =  r  sin  99  (r  Modulus), 
r  =  ya'^  -{-  b^ ,  dann  ist 
a  +  b  i  =  r  (cos  99  +  i  sin99)  (Kanonische  Form), 

allgemeiner: 

a  +  b  i  ==  r  [cos  (^  +  2  k  ;r)  +  i  sin  (<jp  -|-  2  k  ;r)]  (k  ganze  ZaU), 

^  (  (COS99 +  isin99)(cos^  4:isini/;) 

7.  Moivres  Formel: 

m 

(cosy  ±  isin<^)n  =  cos  -(2k;r-|-^)  +  isin  —  (2k:i:-f  ^) ; 
im  einzelnen :  (cos  99  +  i  sin  99)"  =  cos  n  99  +  i  sin  n  99 

,—           2k7i-[-w       .   .    2'k7i  -{-  w 
(cos  09  +  1  smQ9)^  =  cos ~  + 1  sm . 

KT   —  r/  ^  —  ^ 

§  7.    Logarithmen. 

c 

Erklärung:    Wenn  c*  =  a,  dann  ist  x  =  loga,  daher 

c  c  c 

c^oga^a;       log(c^)  =  n;      log(c-'^)  =  — n  . 
c  heißt  die  Basis,    a  der  Logarithmand,    n  der 
Logarithmus. 

1.  logab  =  loga-l-logb     1      3.     loga"  =  nloga 

a  I  ^1 —      1 

2.  log— =  loga  — logb       1      4.     logya  =  —  loga 

c  c  c 

5.  logc=l;  logl=0;  logO  =  +  ^5  j®  ^^^^^^^  ^'^^5 

c 

log 00  =  -j-  cx) ,  je  nachdem  c^  1  . 
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6.  Die  Basis  der  künstlichen,  oder  gemeinen, 
oder  Briggschen  Logarithmen  ist  10;  die  Basis  der 
natürlichen  Logarithmen,  Avelche  mit  log  nat,  oder 
logn  oder  /  bezeichnet  werden,  ist  e=  2,71828  ... 
(s.  §  21). 

b  loga  «  />  « 

(.  loga  =  -^ — ;       loga  =  loga  •  logb  . 

logb 

8.  Umrechnung  der  gemeinen  in  natürliche  Logarithmen: 

10 

a)  Z 10  =  log  10  =  ^^  =  ö^g-^^-g ;_-  =  2,30259 .. . 

löge  ' 

10 

e  lo"'a       ^^ 

b)  la  =  loga  =  -^  =  loga  •  2,30259  . . . 

löge 
AVeiteres  über  Logarithmen  s.  §  21. 

§  8.    Kettenbrüche. 

1.  Yerwandlung  eines  gewöhnlichen  Bruches 
in  einen  Kettenbruch: 

14       1  1  1  1 

a) 


47      47               5 
1 

5 
1 

1 

2  +  4 

0 

4 
ürklen,  Formelsammlung. 

3 

1 

2 

18 

b)         14147 

42 


Arithmetik  und  Kombinatorik. 


die  Nenner  sind  3.  2.   1,  4. 
5|1 

l!  4j  4 

2.  Statt    eines    Kettenbruches    k    kann    man    stets 
folgenden  schreiben:  ■"'"^ 

—  ,   dessen   erster  Näherungswert    --  ,    dessen 

0+      ^  •.       <^    •  . 

'    O-f-k  zweiter    ^     ist. 

3.  Verwandlung     eines     Kettenbruches     in 

einen  gewöhnlichen  Bruch: 

A  A        A 

Ist  --  der  wahre  Wert  und  sind  -^ ,    — ^  usf. 
B  B|       B.2 

die  einzelnen  NäherimgSAverte  des  Kettenbruches 


so  ist: 

Ar  +  l 


ai-f 


^r  +  l  Ar  4- Ar_] 


Br4_i        ar-fiBr  +  Br  — 1 

Schema: 


usf. 


A. 
B. 


a«  a^ 


% 

% 

ag 

1 

0 

1 

1^1      % 

a3%  +  l 

0 

a^  1  aoa 
3      2 

^1  +  1  1^ 
1      4 

33(%%  +  l)  +  ai 

1 

0 

T 

1      2 

3     1 
10   4 

4 

7 
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Ar_i.  B,- Ar-  Br  ._!  =  (-  ir 

•    Ar-1    A,  ^   (-  ly 

Br_i  Br  Br_i.Br 

A     A.  ^  {-ly    ^(-ly 


B  Br  Br«Br_|_i  B^ 

5.  Sätze: 

a)  Die  aufeinanderfolgenden  Näherungswerte  (N.-W.) 
eines  Kettenbruches  sind  abwechselnd  größer  und  kleiner 
als  der  wahre  Wert  desselben  und  zwar  sind  die  un- 
geraden (der  1.,  3.  ...)  größer,  die  geraden  (der  2.,  4.  ...) 
kleiner  als  der  wahre  Wert  des  Kettenbruches. 

b)  Jeder  N.-W.  liegt  dem  wahren  Wert  des  K.-Br. 
näher  als  der  vorhergehende. 

c)  Der  Unterschied  des  wahren  Wertes  des  K.-Br. 
und  eines  N.-W.  ist  kleiner  als  der  reziproke  Wert  des 
Quadrates  vom  Nenner  dieses  N".-W. 

d)  Die  N.-W.  eines  K.-Br.  sind  in  den  kleinsten 
Zahlen  ausgedrückt,  d.  h.  Zähler  und  Nenner  sind  re- 
lative Primzalüen. 

e)  Kein  Bruch,  dessen  Nenner  kleiner  ist  als  der 
Nenner  eines  N.-W.,  kommt  dem  wahren  Wert  des 
K.-Br.  näher  als  dieser  N.-W. 

§  9.    Kombinationslehre. 

I.  Permutationen. 
1.  Die  Permutationen  aus  n  Elementen  bestehen 
aus   den  Komplexionen,    m   denen   sämtliche   Elemente 
vorkommen;   die  Komplexionen   unterscheiden   sich  nur 
durch  die  Stellung  der  Elemente. 

Die  Permutationen  von  a,  b,  c,  d  sind  in  lexiko- 
graphischer Anordnung: 
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ab  cd 
ab  de 
acbd 
acdb 
adbc 
adcb 


bacd 
bade 
bead 
beda 
bdae 
bdea 


cabd 
cadb 
ebad 
ebda 
cdab 
edba 


dab  c 
daeb 
dbae 
dbea 
deab 
deba 


2.  Die    Anzahl    der     Permutationen     aus 
sehiedenen  Elementen  ist: 


n     ver- 


P(n)  =  1  .  2  .  3  . . .  (n  -  1) .  n  =  n!  („n  Fakiütät")  . 

f  3.  Sind  unter  den  n  Elementen  (x  unter  sich  gleiche 
Elemente,  ebenso  ferner  ß  und  y  je  unter  sich  gleiche 
Elemente,  so  ist  die  Anzahl  der  Permutationen: 

P(n)    _       n! 
(^,^,7)~^!7!7!' 

Bestehen  die  n  Elemente  aus  zwei  Gruppen  von  r 
und  n  —  r  je  unter  sich  gleichen  Elementen ,  dann  ist 
die  Anzahl: 

P(n)  n!  n(n-l)(n-2)...(n-r-f  1) 


(r,n  — r)      r!(n  — r)! 

;),  vgl.  §12. 


4.  Irgend  zwei  Elemente  einer  Komplexion  bilden 
eine  Nichtfolge  (Inversion),  wenn  das  erste  Element 
höher  ist  als  das  zweite. 

Durch  Yertauschung  zweier  Elemente  einer  Kom- 
plexion ändert  sich  die  Zahl  der  Nichtfolgen  um  eine 
ungerade  Zahl. 


I 
I 
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IL  Variationen. 

5.  Die  Variationen  aus  n  Eiomenten  der  r-ten 
Klasse  bestehen  aus  allen  Komplexionen,  die  sich  aus 
je  r  der  n  Elemente  bilden  lassen.  Die  Variationen 
zweiter  Klasse  der  vier  Elemente  ab  cd  sind: 

mit  Wiederholung 
aa       ab       ac       ad 
ba       bb       bc       bd 


ohne  Wiederholung 
ab  a  c  ad 
b  a  b  c  b  d 
c  a       c  b       cd 


ca 


c  b       c  c       cd 


da       db      de  da      db      de       dd 

6.  Die  Anzahl  der  Variationen  aus  n  Elementen 
zur  r-ten  Klasse  ist 

Vr(n)  =  n(n-l)(n-2)...(n-r+l)  =  (^').r!  (s.  §  12) 

Vn(n)  =  n(n  —  1)  (n  —  2)  . . .  1  =  n!  (Permutationen.) 

7.  Die  Anzahl  der  Variationen  mit  Wiederholung 
ist:  V;(n)  =  n^ 

III.  Kombinationen. 

8.  Die  Kombinationen  aus  n  Elementen  zur 
r-ten  Klasse  sind  die  Komplexionen,  die  sich  aus  je 
r  der  n  Elemente  bilden  lassen ,  wobei  aber  bloße  Um- 
stellung der  Glieder  keine  neue  Kombination  ergibt. 

Die  Kombinationen   der  vier  Elemente  a,  b,  c,  d 
zur  zweiten  Klasse  sind: 

ohne  Wiederholung:  ab,  ac,  ad,  bc,  bd,  cd; 

r/mit  „  :  aa,  ab,  ac,  ad;    bb,  bc,  bd; 

cc,  cd,    dd. 
9.  Die  Anzahl  der  Kombinationen  aus  n  Elementen 
zur  r-ten  Klasse  ist 
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n(n-l)(n-2)...(n-r+l) 


Kr(n) 


r:  \r/      r!(n— r)! 

Aus  den  Kombinationen  ergeben  sich  die  Variationen, 
Avenn  man  die  Elemente  der  einzelnen  Kombinationen 
permntiert. 

10.  Die  Anzahl  der  Kombinationen  aus  n  Elementen 
zur  r-ten  Klasse  mit  Wiederholung  ist 


KKn)  = 


n(n  +  l)(n+2)...(n-fr-l) 


(n  +  r-1). 


%  \  q 

a2  bg  Cg 

ag  bg  Cg 

Unter     der 


§  10.     Determinanten. 

=  a^\)2  —  ^2  b^ 


bgCg 
bo  Co 


a2 


bgCg 
\^1 


bjCi 


Determinante     eines     Systems     von 


n  2  Elementen  a^^,  a^,  ...  a^,  b^,  b2,  ...  bn,  ...  verstellt 
man  die  Summe  -^(+  a^  bg  Cg  . . .) ,  in  welcher  jedes 
G-lied  alle  Buchstaben  und  Indices  ohne  Wiederholung 
enthält  und  welche  zugleich  alle  möglichen  Produkte 
imifaßt,  die  durch  Permutation  der  Indices  gebildet 
werden  können.  Jedes  (alphabetisch  geordnete)  Glied  ist 
positiv  oder  negativ  zu  setzen,  je  nachdem  die  Anzahl 
der  Mchtfolgen  der  Indices  gerade  oder  ungerade  ist. 
2.  Der  Wert  einer  Determinante  wird  nicht  geändert, 
wenn  die  Vertikal-  als  Horizontalreihen  und  umgekehrt 
geschrieben  werden.  Z.  B.: 
I  a^bi  j 


a.  a 


1  "2 


a2b2 


b,b, 
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3.  Werden  irgend  zwei  Parallelreihen  miteinander  ver- 
tauscht, so  ändert  sich  das  Vorzeichen  der  Determinante. 
■  4.  Sind  in  einer  Determinante  zwei  Parallelreihen 
entsprechend  gleich  oder  proportional,  so  ist  der  AVert 
der  Determinante  gleich  Null.      , 

5.  Eegel  von  Sarrus:  Um  eine  dreigliedrige 
Determinante  zu  entwickeln,  setzt  man  die  beiden  ersten 
Horizontalreihen  der  Reihe  nach  unter  die  letzte ;  alsdann 
schreibt  man  die  sechs  Produkte  an  aus  je  drei  Elementen, 
Avelcheauf  den  Diagonalen  des  Quadrates  und  auf  Parallelen 
dazu  liegen.  Dabei  ist  den  Produkten,  welche  in  der 
Richtung  der  Diagonale  des  Anfangselementes  liegen,  das 
Vorzeichen  -{- ,  den  andern  das  Vorzeichen  —  zu  geben. 


^1 1>2  <^3  +  %  bg  c^  +  a^  \  C2 

%  ^3  ^2  ~  %  ^1  C3  —  ag  bg  Cj^  . 

[Man  kann  auch  die  beiden  ersten 
Vertikalreihen  hinter  die  letzte  setzen 
und  dann  ebenso  entwickeln.] 


6.  Bezeichnet  man  in  einer  Determinante  zj  den  Faktor 
von  ar  mit  Ar  (Unterdeterminante),  den  von  br  mit  Bf,  dann  ist 

^  =  %  Ai  +  a2  A,  +  . . .  +  a^  A^ 
=  biBi-|-b2B2  +  ...  +  bnB„ 
= . . . ,    ferner  ist 

\    biAiH-b2A2  +  -.-  +  bnAn  =  CiAi+C2A2H-...  +  CnAn  =  0. 

7.  Jede  Unterdeterminante  ist  wieder  eine 
Determinante.  Die  ünterdeterminante  zu  einem  Element, 
das  in  der  i-ten  Horizontal-  und  der  k-ten  Vertikalreihe 


a^ 

f>, 

c] 

,-f 

\ 

K 

x 

,^ 

X 

X 

/'. 

]k 

X 

~-A 

A 

X 

\ 

«t 

i'r^ 

^\C2 

'^» 
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steht,  wird  erhalten,  indem  man  die  Horizontal-  imd  die 
Yertikalreihe,  Avelche  in  diesem  Element  sich  kreuzen, 
durchstreicht  und  die  dadurch  entstehende  Determinante 
mit  ( —  1)*+^  multipliziert.  Hieraus  ergibt  sich  die  Ent- 
wicklung- einer  viergliedrigen  Determinante,  usf. 
Es  ist  also: 

a^  b^  Ci  d^ 
ag  bg  Cg  dg 
%  bs  Cg  dg 


%  b^  C4  d^ 


^2  C2  ^2 

h,  c,  dl 

=  ai 

bg   Cg   dg 

—  a., 

bg    Cg   dg 

b^  c,  d. 

h  C^  ^i 

\  Ci  dl 
bg  Cg  dg 
bo  Co  do 


k  a^  b^  q 
k  ag  bg  Cg 

=  k. 

%  \  Ci 
a,  bg  Cg 

kagbgCg 

ag   bg    Cg 

\  c,  c\ 
bg  Cg  dg 
b^  c^  d^ 

8.  Wenn  alle  Elemente  einer  Horizontal-  oder  einer 
Yertikalreihe  mit  demselben  Faktor  multipliziert  sind, 
so  ist  die  Determinante  mit  diesem  Faktor  miütipliziert. 

Z.  B.: 

Sind  alle  Elemente  einer  Reihe  0,  so  ist  die  ganze 
Determinante  gleich  Null. 

9.  Wenn  jedes  Element  einer  Eeihe  eine  Summe 
zweier  Glrößen  ist,  so  ist  die  Determinante  in  die 
Summe  zweier  Determinanten  zerlegbar;  z.  B.: 


oder: 


ai  +  oci  \  Ci 

»1  \  Ci  1 

^1  \  Ci 

ag  +  öCg  bg  ag 

= 

ag  bg  Cg    + 

(X2  bg  Cg 

%  +  ^3  ^3  C3 

ag   bg   Cg 

^g   bg   Cg 

+  ^i)  Ai  +  (ag  +  (Xg)  Ag  +  (ag  +  ^g)  Ag  -=  ai  Aj 

+  ag  Ag  4-  ag  Ag  +  a:i  A^  -[-  ^g  A.,  +  «g  Ag  . 


Determinanten. 


i 


Bestehen  die  Glieder  einer  Reilie  aus  m,  die  einer 
andern  aus  n  und  die  einer  dritten  aus  p  Summanden, 
so  ist  die  Determinante  in  m  •  n  •  p  Determinanten 
zerlegbar. 

10.  Der  Wert  einer  Determinante  bleibt  unverändert, 
wenn  man  zu  den  Elementen  einer  Reihe  beliebige, 
gleich  vielfache  der  entsprechenden  Elemente  einer 
parallelen  Reihe  addiert;  z.  B. 

^1  bi  c^  +  k  a^ 
a2  b,  C.2  4-  k  % 


%  bi  Ci 

«9   Do  Co 

= 

a3  b3  C3 

11.  Wenn 

a^  b^  c^ 


D 


;    D.zl  = 


^2  "^2  ^2 
%  "3  ^3 

a,  (X,  - 


und  A 


(Xy  ß^  7i 

^2  Ä  72 
^3  Ä  73 


\  ßi  +  Ci  7i     aj  ^2 
^2  A  +  Co  7i     ao  ^2 


dann  ist 

\  Ä  +  Ci  72 
^2  Ä  +  C2  y. 


%  ^1  +^3/^1+  Cg  7i      ag.^.^  +  bg  y^o  +  C3  7.3 


a-<    Äg 


K  ßn  -f  Ci  73 


ao  ^3 -}- b.2  ^3  +  C2  73 

%  ^3  +  b3  ^3  +  C3  73 

12.  Wenn  alle  diejenigen  Elemente  einer  Determi- 
nante verschwinden,  welche  m  Vertikal-  mit  n  — m 
Horizontalreihen  gemeinschaftlich  haben,  so  läßt  sich 
dieselbe  in  das  Produkt  zweier  Determinanten  zer- 
legen; z.  B.: 


aobg 

Ci  dl  Ci 

Co  do  Ca    ; 

0  0 
0  0 

0  0 

c,  d,  e. 

ao  bo 


C3  d3  03 
C4  d^  e. 
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a^  \  q 

1 

^  h  C.2 

= 

33^303 

13.  Jede  Determinante  kann  anf  folgende  AVeise 
erweitert  werden : 

1  ßi  ßi  ß,  ßs 

Ol    OC^  (X.2  ^3 

0  0  a^  bj^  c^ 
0  0  a^  bg  Cg 

0    0     ag     bg     Cg 

§  11.    AVahrscheinlichkeitsrechnung. 

1.  Ist  für  ein  Ereignis  die  Anzahl  aller  möglichen 
Fälle  m,  die  der  günstigen  Fälle  (Treffer)  t,  so  ist  die 
AVahrscheinlichkeit  für  das  Eintreffen  eines  günstigen 

Falles :  t 

w  =  —  , 
m 
für  das  Nichteintreffen 

m  —  t 
u  = =1  —  w 


also 


m 

w  -f  u  =  1  . 


2.  Ist  bei  m  möglichen  Fällen  w.  =        die  Wahr- 

m 

scheinlichkeit  für  das  Eintreffen  des  Ereignisses  E^  und 

W2  =  "  diejenige  für  das  Eintreffen  von  Eg ,  so  ist  die 

Wahrscheinlichkeit  dafür,  daß  entweder E^  0  d  e  r Eg  eintrifft: 
IL       W=Wi-f-w,  . 

3.  DieAVahrscheinlichkeit,  daß  mehrere  Ereignisse  E^ , 
E2 ,  Eg  . . .  g  1  e  i  c  h  z  e  i  t  i  g  (oder  nacheinander)  eintreffen,  ist : 


m. 


W=w, 


4.    Die  Wahrscheinlichkeit,    daß    von    zwei    Ereig- 
nissen Ej  und  Eo  das  erste  eintrifft,  ist: 


lY.        AV 


w. 


w. 
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5.  Soll  von  zwei  Ereignissen  E^  und  E2  eintreten: 


a)  El  und  Eg,  so  ist  ^Y=^v-^ 


w 


2  ? 


b)  E^,  aber  nicht  Eg,  so  ist  W=aVi(1— Wg); 

c)  E^  nicht,  aber  Eg,  so  ist  AY=  (1  —  w-^)  •  Wg  ; 

d)  eines,  aber  nicht  beide,  so  ist 

ll  "W=Wi(l  — W2)  +  (1-Wi)-W2  ; 

^   e)  höchstens  eines  von  beiden,   so  ist  W=l  — w^^Wg; 

f)  wenigstens  eines  von  beiden,  so  ist 
i  W=Wi+W2-WiW2  ; 

g)  beide  oder  keines,  so  ist 

W=l-Wi(l-w,)-^(l-.v,)w2; 
h)  E^  n  mal,  Eg  m  mal  in  bestimmter  Reihenfolge,  dann  ist 
W  =  wj  •  w™ ;  ist  die  Reihenfolge  beliebig,  dann  ist 
(n  +  m)! 


^Y. 


n!m! 


1.  Der  Bruch 


§  12.     Binomialkoeffizienten. 

n(n— l)(n-2)  ...(n— r+1) 


=(;)■ 


gelesen  „n  über  r",  heißt  Binom ialkoeffizient. 

2.  Ist  n  positiv  und  ganz,  so  wird  1     1  =  0,  wenn 

^^^  /n\ 

r>n;  ist  aber  n  gebrochen  oder  negativ,  so  wird  I     1 


für  keinen  "Wert  von  r  Null. 


;=-  :j-' 


:)-■ 


3. 


(;)-(.: 


r/      (n  —  r)!r! 
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+  ...  + 


■(;:M;)+(°:>("7" 
)("r)=(:)(;;)+(,:J(';)+(,:'.)(;') 


6. 


II.  Abschnitt. 
Reihen. 

A)    Endliche   Reihen. 
§  13.     Arithmetische  Reihen  erster  Ordnung. 

Reihe:  a,   a  +  d,   a  +  2  d,    . . .  a  +  (n  —  1)  d . 
1.  z  =  a  +  (n-l)d. 

(a  +  z).n      [2a  +  (n  — l)d].n 


4. 


§  14.     Geometrische  Reihen. 

Reihe:  a,  aq,  aq-.  aq^  ...  aq"~^. 
z  =^  a  q"  ~  ^  . 

a(q"— 1)      qz  — a 


s  = 


q-1  q-1 


3.  Ist  n  =  oo  und  0  <  q  !  <  1 .  dann  ist  s  = 


1+X  +  X2  +  X^+    ... 
1  -  X  +  X'^  -  X3  +    .  .  . 


1 
1 

ITx 


l-q 
-  \vol)ei  x-  <  1  . 


§  15.     Zinseszins-  und  Rentenrechnuug. 

Zinsfuß  p7o,  Zinsfaktor  qf  =  l-L-^L  Ursprung- 
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liches  Kapital  a,  angewachsenes  b,  Zahl  der  Zinsperioden 

(Jahre)  n,  Rente  r. 

1.  b  =  a  q'^  (Zinseszinsformel). 

r(qu i\ 

2  b  =  a  q"  4-   ~— (erste  Rentenformel). 

—     q-1 

3.  b=^    ^-^ (zweite  Rentenformel). 

q-1 

i>q(q" — 1) 
'  '  (dritte  Rentenformel). 


o. 


q-l 


r 


a  -  1  \         q"/ 


(n  =  oü)  . 


6.        a  q' 


^1-1 


100      q-1 

1.  Gibt  den  Endwert  an,  auf  den  das  Kapital  a  in 
n  Jahren  durch  Zinseszins  anwächst. 

2.  Gibt  den  Endwert  an,  den  a  durch  Zinseszins 
erreicht,  wenn  dasselbe  am  Ende  jedes  Jahres  noch 
um  r  vermehrt  oder  vermindert  wird ;  wird  a  in  n  Jahren 
aufgezehrt,  so  ist  b  =  0 . 

3.  Gibt  die  Summe  an,  welche  bis  zum  Ende  des 
n-ten  Jahres  erreicht  ist,  durch  eine  am  Ende  jedes 
Jahres  erfolgende  Zahlung  r. 

4.  Stellt  denselben  Wert  dar  wie  3.,  wofern  die 
Zahlung  r  am  Jahresanfang  geleistet  wird. 

5.  a  ist  das  Ablösungskapital  (Mise)  einer  n  mal 
am  Jahresende  wiederkehrenden  Rente. 

5'.  a  Ablösungskapital  einer  immerwährenden  Rente. 

6.  Amortisation.  Die  Gleichung  gibt  die  Be- 
dingung an,  unter  der  ein  Kapital  a  in  n  Jahren  durch 
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Verzinsung  mit  p^Vo  getilgt  werden   kann,    wenn   der 
Zinsfaktor  (bei  dem  üblichen  Zinsfuß  p)  q  ist. 

§  16.    Arithmetische  Reihen  höherer  Ordnung. 

1.  Reihe:  y^        j^         j^       j^      y^  ...  y^ 

erste  Differenzenreihe :     Ajq    zI  y^    Ay^    Ajg... 
zweite  „  A^j^    A'^j^    A^j^  ... 

dritte  „  A^  Jo    ^'^J\  ••  • 

^'•+*  ym  =  ^"^  ym+i  -  ^^  ym . 

Ist   die  r-te   Differenzenreihe   konstant,    so   ist   die 
Reihe  von  der  r-ten  Ordnung. 

2.  Bestimmung   des   allgemeinen   Gliedes: 

yn  =  yo  +  (3  Jyo  +  (°)  ^2  yo  +  (")  ^'  yo 

Wenn  die  Reihe  mit  j^  anfängt,  dann  ist: 

y.-y.  +  fY^y.  +  CT'j^'.v.  +  f;')^.,, 

3.  Summe     der    Griieder    von    y^     bis    zum 
Glied  yn  (einschl.): 

oder  bei  der  zweiten  Bezeichnung: 


I 
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4.  Sätze:  a)  Das  allg-emeine  Glied  einer  Reihe 
r-ter  Ordnung  ist  eine  Funktion  r-ten  Grades  in  n. 

b)  Setzt  man  in  der  rationalen  ganzen  Funktion 
99  (n)  =  ao  n^'  +  a^  n^-^  -f-  ...  +  a^ , 

welche  in  Beziehung  auf  n  vom  r-ten  Grade  ist,  für  n 
der  Reihe  nach  die  Zahlen  0 ,  1 ,  2  . . . ,  so  bilden  die 
Werte  99(0),  9^(1),  9^(2)  ...  eine  Reihe  r-ter  Ordnung 
mit  der  Schlußdifferenz  rla^. 

c)  Setzt  man  in  99  (n)  für  n  nacheinander  die 
Zahlen  (%,  (x-{-h.^  öc-f2h  ...,  welche  eine  arithmetische 
Reilie  erster  Ordnmig  bilden,  so  bilden  die  Funktions- 
werte 99  (a:) ,  99  (a  +  h) ,  99  (a;  -|-  2  h)  ...  eine  arithmetische 
Reihe  r-ter  Ordnung  mit  der  SclüuJßdiff erenz  r !  a^  •  h'" . 

12  4.22_{_32_|_  ...  +n2  =  l(2n-j-l)(n+l).n; 
13_|_23  4_33_|_  ...  4-n3  =  i(n-}-l)2.n2. 

m  -.-■  l  4 

6.  Figurierte  Zahlen: 

a)  Polygonalzahlen: 
Dreieckszahlen:  136101521 

Yiereckszahlen : 

r-Eckszahlen: 

b)  Pyramidalzahlen: 
dreiseitige:  1  4  10  20  35. 


r-seitige: 
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§  17.    Interpolation. 

1.  Einschaltung  bei  arithmetischen  Reihen. 
Sollen  bei  einer  arithmetischen  Reihe  r-ter  Ordnmig, 
deren  allgemeines  Glied  gegeben  ist  durch  die  Formel 
jn  (s.  §  I62),  zwischen  je  z^vei  Glieder  p  weitere  Glieder 
so  eingeschaltet  werden,  daß  die  neue  Reihe  meder  eine 
Reihe  r-ter  Ordnung  ist,  so  geschieht  dies,  indem  man  in 
dem  Ausdruck  für  das  allgemeine  Glied  für  n  der  Reihe  nach 


p+i'    p+i'    p  +  i---p+i.'      'p  +  i' 

setzt.     Die  Schlußdifferenz  der  neuen  Reihe  ist 


p+i/ 


^"•yo . 


Häufig  ist  es  zweckmäßig,  nur  so  viel  Glieder  der 
neuen  Reihe  zu  berechnen,  daß  sich  daraus  die  Anfänge 
der  Differenzem^eihen  ergeben,  und  dann  die  Reihe  von 
der  Schlußdifferenz  aus  weiter  zu  berechnen. 

2.  Einschaltung  bei  Versuchsreihen, 
a)  Interpolationsformel  von  Lagrange. 
(x-Xi)(x-X2)(x-X3)  ...  (x-x„) 


Jo 


(Xo  -  Xi)  (Xo  -  X,)  Xo  -  X3)   . . .   (xo  -  Xn) 
_^      (x-Xo)(x-X2)(x-X3)    ...   (X-X^)      ^    _^      _  ^ 
(Xi-Xo)(Xi-X2)(Xi-X3)   ...   (Xi-X«)^^ 

Hierbei  smd  Jq  ,  y^ ,  j^  ...  die  zu  Xq  ,  x^ ,  X2  ... 
gehörigen  Funktionswerte.  Ist  bekamit,  daß  die  zunächst 
unbekannte  Funktion  y  =  f  (x)  für  alle  "Werte  zwischen 
Xq  und   Xq  eine   ganze  Funktion    von   höchstens   n-tem 


Konvergenzbedingungen.  33 

Grade  ist,  so  ist  sie  durch  Lagraiiges  Formel  vollständig 
bestimmt;   andernfalls  liefert  letztere  eine  Annäherung. 

b)  Newtons  Interpolationsformel: 
yx  =  yo  +  Ao(x-Xo)  +  Ai(x-Xo)(x-Xi) 
-f  A,(x-Xo)(x-Xi)(x-x.2)+  ••• 

Bo  =  ^^^^:^,         C.  =  ^^^::^     usf. 


yi- 

-yo 

0 

xi- 

-xo' 

Bo 

-Ao 

^1 

-"^'2 

-Xo 

._Bi 

-Ai 

x-,  - 

-^1 

c„ 

-Bo 

-^3 

-xi' 

__c, 

-B, 

ys- 

-y^ 

X3- 

-X2 

-Co 

B,  =^^^^^ — ^,        Ci^    '^    .     "    usf. 
B.  =  ^:=^,        usf. 


B)  Unendliche  Reihen. 
§  18.     Konvergenzbedingungen. 

1 .  Eine  Reihe  Sn  =  a^  +  %  +  a2  +  ...  +  ^n  heißt 
konvergent,  wenn  die  G-renze  von  s^  bei  unbegrenzt 
wachsendem  11  eine  endliche  Zahl  ist. 

Die  Reihe  heißt  divergent,  wenn  limSn  nicht  end- 
lich ist.    Dies  ist  u.  a.  der  Fall,  wenn  lim  a^  nicht  0  ist. 

2.  Die  abnehmende  geometrische  Reihe  ist  konvergent ; 
also  1  +  X  -j-  x2  -|-  x^  -f  •  •  •  ist  konvergent,  wenn  der  ab- 
solute Betrag  von  x  <  1 ,  sie  ist  divergent,  wenn  |  x  |  >  1 . 

3.  Eine  Reihe  ist  konvergent,  wenn  sie  von  einem 
bestimmten  Glied  an  konvergent  ist  und  kein  voran- 
gehendes Glied  unendlich  groß  ist. 

4.  Eine  Reihe  ist  konvergent,  wenn  jedes  Glied 
derselben  kleiner  ist  als  das  gleichvielte  einer  konver- 
genten Reihe. 

5.  Erste  Hauptkonvergenzbedingung:  Eine 
Reihe  von  positiven  Gliedern  ist  konvergent,  wenn  von 
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einem   bestimmten    Gllied   ab    der   Quotient    aus    einem 
Glied    und   dem   vorhergehenden   <  i    und   wenn  auch 

Imi  — =^  ^  ^   • 

^n      I  n  =  oo 

Ist  der  Grenzwert  gleich  1,  so  kann  nur  eine  besondere 
Untersuchung  über  Konvergenz  oder  Divergenz  entscheiden. 

6.  Zweite  Hauptkonvergenzbedingung:  Eine 
Reihe  mit  abwechselnden  Zeichen  konvergiert,  wenn  die 
Glieder  von  einer  bestimmten  Stelle  an  abnehmen  und 
lim, an  =.0  ...  Ist  liman^O,  so  nimmt  Sn  zwei  ver- 
schiedene Grenzwerte  an,  je  nachdem  man  eine  gerade 
oder  ungerade  Anzahl  unendlich  vieler  Glieder  summiert; 
die  Reihe  heißt  dann  oszillierend. 

(Bei  einer  Reihe  mit  gleichen  Zeichen  ist  die  Be- 
dingung lim  an  =  0  für  die  Konvergenz  notwendig,  aber 
nicht  hinreichend.) 

7.  Jede  Reihe  mit  negativen  oder  abwechselnden 
Gliedern  ist  konvergent,  weim  sie  konvergiert,  faUs  man 
alle  Glieder  positiv  setzt. 

8.  Ist  a^  -f  %  +  %  +  •  •  •  Gine  konvergente  Reilie  aus 
positiven  Gliedern  und  sind  k^ ,  k2 ,  kg  ...  positive  oder 
negative  Zahlen,  die  ihrem  absoluten  Werte  nach  unter 
einer  endlichen  Grenze  bleiben,  so  ist  auch  k^  a^^  +  ^2  ag 
-}-  kg  ag  -f  ...  konvergent. 

9.  Abels  Satz:  Ist  S(x)  =  a^x4-a2x'^  ^-agX^  . . . 
und  ist  A  =  a^  -f-  ^2  +  %  •  •  •  ?  ^^  ^^^j  wenn  sich  x  von 
kleineren  Werten  der  Grenze  1  nähert, 

lim  S  (x)x  =  1  =  A  . 

§  19.     Satz  von  der  Koeflizienteiivergleichung. 

Ist  A0+A1X  +  A2X2  +  A3X3  +  ... 

=  Bo  +  Bix4-B2x2  +  B3X^  +  ... 
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und  sind  beide  Reihen  konvergent,  so  ist 

Ao  =  Bo,       Ai  =  Bi,     A2=B2  usf. 
Dieser  Satz  dient  zur  Entwickelung  von  Funktionen 
in  Reihen. 

§  20.     Binomischer  Lehrsatz  —  Newtonsche  Reihe. 

(l  +  x)"  =  l+(j)x+(^)x^  +  ...+  (^).r  +  ... 

Für  negative    und    gebrochene   Werte   von  n  wird 
die  Reihe  unendlich.     Sie  ist  konvergent  füi* 

l>x>-l; 
ferner  für         x  =  -j- 1  ?     wenn  n  >  —  1 
X  =  —  1  ,     wenn  n  >  0 

(a  +  b)..  =  a"(l  +  y"=a..(l  +  ^)-:     a>b. 
Beispiel: 

"^-('+S)*--('+lv;+(t)S+-)- 

Ist  b  gegen  a  sehr  klein,  dann  ist 

/a^  -f  b  =  a  +  ^  (Näherungsformel) ; 


ya^  -f  b  =  a  +  ^-—  (Näherun  gsformel). 
o  a 

§  21.     Exponentialreihe;  logarithmische,  trigono- 
metrische und  zyklometrische  Reihen. 

'"=l  +  I7  +  |5  +  f!  +  -----^<x<  +  oo 

111  /'        1\'' 

'  =  ^+r!  +  2!  +  3!  +  ---=="'"i^+n 

=  2,7182818284... 
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Reihen, 


,x  px^a 


x/a      (x/a)2_^(x/a)^ 

—  OO  <  X  < -|- oo 


+ 


/(1  +  x)^ 

/(1-x) 

1+x 


x-^     x^     x^ 

2  +  3~T  +  - 


X' 


x^ 


1-x 
Iz 


.,         1>X>-1. 
...1>X>-1   . 

oder 


12        3        4 

r      x^    x^       \ 

()<  z  <  oc. 


z  +  1 


6.     /(a  +  h)-/a 


l2a  +  li^  3    \2a+h/    ^      j 


10 


Übergang  vom  natürUchen  zum  Briggschen  System: 

10 

z  ;       logz  •  / 10  =  /z 

«  z 
~  « 10 

MjQ  =  Modulus  des  Briggschen  Systems  = 
•      =0,4342945  . . .  (s.  auch  §  Vg). 

5 


10 

logz 


1 


sinx  = 


1! 


x^ 
3i 


+  . 


X-     x-* 

cosx=l-^+-. 


6! 


+  ... 


arcx^ 


oo<x<4-c'C) . 


9. 


r  =  Aix 


cosx  +  isinx  =  e 
cosx  — isinx 


I 
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cosx  = 


sinx 


'^1 


10. 

Q<p  =  Qqp-h^^^^  '           g2k.-Ti^^]^              Q(2k-f  l)jri -j^ 

11.  Ist  y  =  e''  =  e^+2k--ri,   so  ist 

/  V  =  X  +  2  k  J7  i  . 

/(-l)  =  (2k+l)^i;      /(-y)  =  /y  +  (2k+l)^i. 

Ist  j-{-iz  =  vQ'r'\  so  ist 

/(y  +  iz)  =  /r  +  (^  +  2k^)i. 

1     x3       1      3     x5 

12.  . 

■j^3         -\^5        -^7 

arctgx  =  x  — —  H-V  — -  4-  ...  l>x>  — 1 
d         0         7                           — 

l      f--.i  =  i-l+^-4  +  - 

(Leibnizsche  Reihe). 
Zur    Berechnung    von    n    können    folgende    Reihen 
und  Formeln  benutzt  werden: 

—  =  4arctg-^  — arctg^^   (C  lausen  sehe  Formel), 


III.  Abschnitt. 
Grleicliungen. 

§  22.     Gleichungen  ersten  Grades. 

a)    Umformungs-   und  Yersetzungsregeln: 
1.  Jede  Gleichung  bleibt  richtig,  wenn  auf  jeder  Seite 
;     dieselbe  Operation  mit  derselben  Zahl  vorgenommen  wird. 
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2.  Ein  freier  Summand  der  einen  Seite  kann  auf 
die  andere  Seite  als  Subtrahend  gesetzt  werden  und 
umgekehrt. 

3.  Eine  Zahl,  welche  Faktor  der  gesamten  einen 
Seite  ist,  kann  auf  die  andere  Seite  als  Divisor  der- 
selben gesetzt  werden  und  umgekehrt. 

4.  Eine  Zahl,  welche  Potenzexponent  der  gesamten 
einen  Seite  ist,  kann  auf  die  andere  Seite  als  Wiu'zel- 
exponent  derselben  gesetzt  werden  imd  umgekehrt. 


5.  Aus 


b)    G-leichungen   mit   einer   Unbekannten. 
X  +  a  =  b     folgt     X  =  b  —  a 
X  —  a  =  b     folgt     X  =  b  -f-  a  . 
b 
a 

X 

a 


a  X  =  b     folgt     X 

b     folgt     X  =  a  b 


x^  =  a     folgt     x  =  ya 

n 

]/x  =  a     folgt     x  =  a" 
a  -f  X  =  b  +  X     folgt     x  =  oo  . 
6.  Aus 
■  ax  =  0     folgt     x  =  0 
a(x  — b)  =  0     folgt     X  — b  =  0 
(x  — a)(x  — b)  =  0    folgt    X  — a  =  0    und    x  — b  =  0 
a  X  4-  b  X  =  c  x     folgt     x  =  0 
a(x-b)  +  c(x-b)  =  d(x-b)      folgt      x-b  =  0. 
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Ist  die  linke  Seite  einer  auf  Null  gebrachten 
Gleichung  ein  Produkt,  das  x  oder  Ausdrücke  in  x 
als  Faktoren  enthält,  so  ist  jeder  dieser  Faktoren  gleich 
Null  zu  setzen. 

Kann  eine  Gleichung  mit  x  oder  einem  Ausdruck, 
der  X  enthält,  durchdividiert  werden,  so  ist  x,  bzw. 
dieser  Ausdruck,  gleich  Null  zu  setzen. 


c)  Gleichungen  mit  zwei  und  mehr  unbekannten. 

ax   +by  =c 

%  X  +  bi  y  =  Ci  ,     folgt 


7. 


Aus 


I. 
II. 

m. 


IV. 


j  = 


Cl 


a.  X 


daher 


c  —  ax 


ai  X 


(Gleichsetzungsmethode), 


a  X  +  b  •  -^ — ~  =  c  (Einsetzungsmethode), 


'  a  b^  X  -|-  b  b^  y  =  c  bj 
aj^  b  X  -f  b  b^  y  =  Cj  b 


< 

X  (a  bj  —  a^  b)  =  c  b^  —  c^  b 

c  b^  —  Cj^  b 
ab^  — a^b 

(Kombinationsmethode), 

1) 

ax+by=c      m 

2) 

%  X  +  bi  y  =  Ci 

3)   (am  +  ai)x-f  (bm  +  bi)y  =  cm-fCi  , 
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setze  b  m  +  bi  =  0 ,   so  ist  m  = ^  ,    dies  in  3)  ein- 
gesetzt gibt 


(~t--) 


a  \ 
b 
ab 


a^  b)  X 


—  c  bj^  +  c^  b 
c  bj  —  Ol  b 


oder 


a  bj  —  a^  b  ' 
ebenso  wird  y  bestimmt, 
(Methode   der  unbestimmten  Koeffizienten   von  Bezout.) 

8.  Hat  man  drei  Gleichungen  mit  drei  unbekannten : 

ax  +by  -j-cz  =d 
a^  X  +  bi  y  +  c^  z  =  d^ 
a,  X  -[-  b2  y  +  Co  z  =  dg 

so  stellt  man  durch  zweimalige  Elimination  derselben 
Unbekannten,  z.  B.  von  z,  zAvei  Gleichungen  mit  zwei 
Unbekannten  und  dann  hieraus  eine  Gleichung  mit 
einer  Unbekannten  her.  —  Bei  vier  Gleichungen  mit 
vier  Unbekannten  eliminiert  man  dieselbe  Unbekannte 
dreimal  und  erhält  dadurch  drei  Gleichungen  mit  drei 
Unbekannten  usf. 

9.  Lösung  durch  Determinanten: 

a^  X  +  bj^  y  +  c^  z  =  dj^ 
a,  X  -|-  bg  y  +  Co  z  =  d, 
ag  X  -|-  bs  y  +  C3  z  =  dg 


A.  . 


Durch   Multiplikation  mit    den    angeschriebenen  Unter- 
determinanten und  Addition  folgt: 
(a^  A^  -f  a,  Ag  -j-  %  A3)  x  =  d^  A^  -f  ^2  ^2  +  ^n  A3  ,     also 

dl  Ai  +  do  Ao  +  d3  A3 


a^  Ai  +  ao  Ao  -f-  a3  A3  * 
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Der  Xenner  ist  die   Determinante  A   des   Systems   der 
linken  Seiten.  —  Für  y  und  z  folgt  ebenso: 

_  d^  Bi  +  dg  Bg  +  d^  B3 

^~  Ä 

diC.+d^C.  +  deCe 
-    z-  ^ 

Die  Zähler  sind  ebenfalls  Determinanten,  die  man 
erhält,  wenn  man  in  A  der  Eeihe  nach  a^,  a^,  ag,  dann 
^1 7  ^2  7  ^3  ^^^^  ^15  <^2  5  "^s  <i^^rch  dj^ ,  dg ,  dg  ersetzt. 

10.  Die  Bedingung  für  das  gleichzeitige  Bestehen 
von  n  homogenen  Gleichungen  ist  die  gleich  Null  ge- 
setzte Determinante  des  Systems,  z.  B.  für 

a^x  +  b^y  +  c^z 

a^x  +  b^y  +  CgZ 

%  X  +  bg  y  +  C3  z 

§  23.     Gleichungen  zweiten  Grades   und  Exponential- 
gleichungen. 

a)    Mit   einer   Unbekannten. 

1  X-'  =  a 

I  X  =+ya. 

rax2-^bx4-c=0 

2.            I                                 -b+Vb^  — 4ac 
l  ^  =  -2a^ • 

Die  Gleichung  liefert: 
zwei  verschiedene  reelle  Werte        ]       je  nachdem 
zwei  gleiche  reelle  Werte  >    ,  2      a       >  n 

zwei  verschiedene  imaginäre  Werte]  < 

b ^  —  4 a c  heißt  Diskriminante  der  Gleichung. 


0 

a^  \  Ci 

0 

ist 

a,  bg  Cg 

=  0 

0 

ag   bg   C3 
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\)  +  Vb- 4  c 

Ist  a  =  1 ,  so  wird  x= =^- :  hieraus  folgt : 

3.  Sind  Xi  und  Xg  die  AVurzeln  der  Grieichung 

x2  -f-  b  X  +  c  =  0  ,     so  ist 

Xj  +  X.2  =  — b  ;     Xj  •  Xg  =  c  . 

Die  G-leichungen  x2-]-bx  +  c=0  und  x^  —  bx-f-c  =  0 
haben  gleiche,  aber  mit  entgegengesetztem  Zeichen  ver- 
sehene Wurzeln. 

4.  Die  Grieichung 

X  -j =  a  -1 hat  die  Wurzeln   x.  =  a,    x,  ^  —  , 

X  a  a 

X =  a — —    hat  die  Wurzeln    Xi=a,    x^  = . 

X  a  ^  ^  a 

5.  Gleichungen,  die  durch  Einführung  einer 
neuen  Unbekannten  oder  durch  Zerlegung  auf 
quadratische  zurückgeführt  werden  können: 

1.  ax4  +  bx2-f  c  =  0,    setze      x2  =  y 

2.  ax2™  +  bx™-f  c  =  0,    setze      x""  =  y 

3.  ax-}-b]/x  +  c=  0 ,    setze     ]/x  =  y 

m m  —  m  — 

4.  ayx2'-  +  byx''  +  c=0,    setze    yx'"  =  y 

5.  au2x  +  bu^  +  c  =  0,    setze       u^=y(§23c) 

6.  (x2+ax)2  +  b(x2-f  ax)  +  c=0,  setze  x2+ax=y 

+  b  ,  ,  ax  +  b 

e  =  0  ,    setze — -  =  y . 


,       /ax  +  by     ax 

\cx-|-d/       ex 


+  d  '  '  cx  +  d 

6.    Symmetrische   G-leichungen: 
1.    ax3+bx24-bx+a  =  0,     a(x3  +  l)+bx(x+l)  =  0 


3. 


Gleichungen  zweiten  Grades  und  Exponentialgleichungen.     43 

zerfällt  in 

L  x+l  =  0     und     IL  a(x2  — x4- 1) +  b  x  =  0  . 
2.    ax^  +  bx3  +  cx2  +  bx  +  a=  0  ,     Di\dsion  mit  x"^ 

setze  X  +  ™  =  y  ,        x-'  +  —  =  y2  _.  2  . 

ax^'  +  bx4  +  cx3  +  cx2-f  bx  +  a  =  0  , 
a(x5+l)  +  bx(x3  +  l)4-cx2(x+l)  =  0  . 
Abspaltung  von  x  +  1  =  0 ,  Eestgleichung  symmetrisch, 
vom  vierten  Grad. 

b)  Mit  zwei  Unbekannten. 
Für  die  Auflösung  quadratischer  Gleichungen  mit 
zwei  Unbekannten  kann  keine  allgemeine,  einfache 
Methode  angegeben  werden,  da  die  Elimination  einer 
der  Unbekannten  im  allgemeinen  auf  eine  Gleichung 
vierten  Grades  führt.  (Über  die  allgemeine  Behandlung 
s.  §  25,  14.)  Es  ergibt  sich  jedoch  in  vielen  Fällen, 
in  w^elchen  die  eine  der  Gleichungen  oder  beide  nicht 
alle  möglichen  Glieder  enthalten,  die  Schlußgleichimg 
als  quadratische  oder  sonst  lösbare.  In  jedem  einzelnen 
Falle  ist  nach  Maßgabe  der  Eigenschaften  der  vorliegenden 
Gleichungen  zu  verfahren.     Die  wichtigsten  Fälle  sind: 

1.  Die  eine  der  beiden  Gleichungen  ist  vom  ersten 
Grad:  man  drücke  eine  Unbekannte  aus  und  setze  in 
die  andere  Gleichung  ein. 

2.  Durch  Elimination  der  quadratischen  Glieder  ent- 
steht eine  Gleichung  ersten  Grades. 

3.  Es  läßt  sich  eine  Vereinfachung  dm^ch  Ab- 
sonderung eines  Faktors  erzielen. 
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4.  Die  Einführung  einer  neuen  Unbekannten  in  die 
eine  Gleichung  bewirkt,  daß  dieselbe  nur  noch  diese 
Unbekannte  enthält,  oder  es  wird  das  ganze  System 
durch  Einführung  neuer  Unbekannten  vereinfacht. 

5.  Durch  Addition  und  Subtraktion,  Multij^likation 
oder  Division  der  beiden  gegebenen  Gleichungen,  oder 
auch  durch  korrespondierende  Addition  und  Subtraktion 
bei  einer  derselben,  entsteht  eine  Gleichung,  in  der  für 

x-j-y,  X  — y,  x}'  oder  ^  oder  einen  sonstigen  Aus- 
druck in  X  und  y  eine  neue  Unbekannte  eingeführt 
werden  kann. 

6.  Die  Gleichung  ist  homogen;  man  dividiert  mit  y- 

durch  und  bestimmt   -  . 
J 

7.  Es   kommen  außer    dem   Absolutglied    in    jeder 

Gleichung  nur  quadratische  Glieder  vor;  man  eliminiert 
die  Absolutglieder,  so  erhält  man  eine  homogene  Glei- 
chung. Oder:  Man  bringt  die  quadratischen  Glieder 
nach  links,  dividiert  die  eine  Gleichung  durch  die 
andere,   dividiert   dann   Zähler  und   Nenner  durch  y-, 

setzt       =t  und  bestimmt  t. 
J 

8.  Man  kann  z.  B.  aus  x2-[-y2  =  a,  2xy  =  b  durch 

Addition  und  Subtraktion  der  zweiten  (x  -{-  y)^  =  a  +  b 
imd  (x  —  y)2  =  a  —  b  bilden  und  hieraus  x  -\-  y  und 
X  —  y  bestimmen. 

c)   Exponentialgleichungen  (logarithmische 
Gleichungen). 

1.    Grundaufgabe: 

a^  =  b: 

x  log  a  =  log  b  ,       X  = . 

loga 
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2.    Besondere   Fälle: 
1.  a^==a^';       x  =  r. 

b 


(.)■- 


X  =  —  111  . 

a  ' 


a\^      c  log  c  — log  d 


b/        d  '       '        log  a  — log  b 

111  -f-  X  n  -|-  X 

Logaritlimiere,    sammle   die  Glieder  mit  x   nach  links, 
die  ohne  x  nach  rechts,  und  löse  nach  x  auf. 

5.   a  b^  +  c  (d  +  b~^)  =  e  ;   setze  und  bestimme  zu- 
nächst y  =  b^ . 

G.  a''+P  +  a^+^  =  b^+'"  +  b^+'^  ; 

a^  (ai^  4-  a^)  =  b^  (b™  +  b")  ; 

b'^  +  b'^ 


a  Y 
hl 


;    hieraus  folgt  x. 


ai*  +  a^ 

7.  x^'x^"s^  =  b; 

r  log  X  -f  log  X  •  log  X  =  log  b  , 
setze  und  bestimme  y  =  log  x  usf. 

8.  log(ax  +  b)  +  log(cx-f  d)  =  m  ; 

es  ist  log  [(a  x  +  b)  (c  x  +  d)]  =  m  ,  also 

(ax  +  b)(cx4-d)=10'"  , 
woraus  X  folgt. 

9.  a^  by  =  p  ,        c^  dy  =  q  ; 

logaritlimiere,  bestimme  aus  den  erhaltenen  Gleichmigen 
logx  und  logy  und  hieraus  x  und  y. 
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§  24.     Diophantische  Gleichungen  ersten  Grades. 

a)  Mit  zwei  unbekannten.  ' 

1.  Euiersche  Methode.    (Absonderimg  der  größten 
Ganzen.)     Beispiel: 
61x+7y=1000 


1000- 61 X 


=  143-9x 


(  =  11) 


7n-f  1 


u  +  1  , 
3u  +  ^^(  =  y) 


14  V 


also 
1 


7v 


1000  -  61  (7  V- 3) 


169  — 61 V  . 


V 

X 

y 

0 

-3 

169 

1 

4 

108 

2 

11 

47 

3 

18 

-14 

14  11 

i  108      j  47 

sind  also  die  brauchbaren  Werte 
für  die  Unbekannten. 


2.  Kettenbruchmethode  von  Lagrange: 

Istl.    ax+by=c  gegeben,  so  setze  man 

2.  a,x 


3. 


bj^  y  =  t,  dann  folgt: 
b^  c  —  b  t 
a  bi  —  a^  b  ' 
a  t  —  a-i  c 


a  b^  —  a^  b 
X  und  y  sind  dann  ganze  Zahlen,  wenn  ab^  —  a^  V)  =  +  1  • 
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Dies   ist   der   Fall,   wenn   ^-   vorletzter  Näherungswert 

des  in  einen  Kettenbruch  verwandelten  Bruches  —  ist 
(s.  §  8,).  ^ 

Beispiel : 

1.  61x+7y=1000. 

Näherungswerte  des  in  einen  Kettenbruch  verwandelten 
Bruches  ^  sind:  1     j,   J,   ^,   also 

2.  26x  +  3y=t       . 


x=3000  — 7t  =  7(429  — t)—3---7v 
t  — 26x     429  — V— 182V+78 


Res.; 


3.  Ist  X  =  p,  y  =  q  eine  Einzellösung  der  G-leichimg 
ax  +  by  =  c,  so  ist  x  =  p  +  bt,  y  =  q  +  at  die  all- 
gemeine Lösung. 


V  !     0 

1 

2 

1 

3 

H!-3 

4 

11 

18 

y|  169 

108 

47 

—  14 

=  169- 

-61v 

4 

(11 

108 

47  ■ 

b)  Mit  drei  Unbekannten. 

4.  Man  eliminiere  aus  den  zwei  gegebenen  G-lei- 
chungen  eine  der  drei  Unbekannten,  z.  B.  z,  dann  löse 
man  die  erhaltene  Gleichung  nach  a)  auf  mid  berechne 
z  vermittels  der  erhaltenen  Werte  von  x  und  y  aus 
einer  der  gegebenen  Gleichungen. 
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§  25.     Allgemeine  Sätze  über  höhere  Gleichungen. 

1.  Hat  f(x)  =  x^  +  aiX"-i  +  a,,x^-2-f  ...-f  an  =  0 
die  AVurzel  x  =  öc,  so  ist  f(x)  durch  x  — öc  ohne  Rest 
teilbar. 

2.  Eine  Gleichung  n-ten  Grades  hat  n,  aber 
auch  nur  n  Wurzeln. 

3.  Sind  öCj^ ,  (x^  ...  (X^  die  Wurzeln  der  Gleichung 
f(x)  =  0,  so  ist 

f  (x)  =  (x  —  «i)  (x  —  «2)  •  •  •  (x  —  <*n)  ^^^^^ 

4.  Symmetrische  Funktionen  der  Wurzeln: 

El  =— 2'Ki(ai,  ^2  •  •  •  ^u)  =  —(^1  +  ^2  H~-  •  •  +  ^u) ; 
a,  =  ^K2  (^1 ,  ^2  •  •  •  ^11)  =  ^1  ^2  +  ^1  ^3  "T  •  •  •  +  ^2  ^3 

a.3  =  — ^K3(ai  ,  (X2    ...    ^u)  =  —  (^1  ^2  ^3  +  ^1  ^2  ^4 
+  .  .  .  +  ^2  ^3  ^4  +  •  •  •  +  ^u~^  '^"-l  ^li)- 

au  =  (  — 1)"  •  ^1  •  ^2  *  ^3  ••  •  ^ii- 

Newtons  Formeln  für  die  Potenz  summen  der 
AVurzeln : 

Setzt  man  a^  +  ^  2  +  •  •  •  +  ^n  =  ^k  5  ^^  i^^ 
Si  +  H  =  *^ 
S2  +  a^  s^  +  2  a.,  =  0 
So  +  a^  S2  +  a,  Si  +  3  %  =  0 


Allgemeine  rekurrierende  Formel: 

Sr  -{-  a^  Si._i  +  ^2  Si._2  +  •  •  •  +  ^n  ^r  — n  =  0  , 

sie  ist  auch  noch  gültig  f ilr  r  >  n ,   hierbei   ist  Sq  =  n , 
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Unabhängige  Formel: 


(-!)'■ 


r  Rr  ar_i  ar_2  . . .  ai 

Um  aus  den  Potenz  summen  der  Wurzeln  die  Koeffi- 
zienten der  Gleichung  zu  berechnen,  hat  man: 

1       0        0      ...  0 

Si      2       0      ..'.  0 

So      Si       3      ...  0 


a,        1 

0     . 

..   0 

2a^    a^ 

1     . 

..   0 

3a3    a^ 

%    . 

..   0 

(-1)' 


r! 


Sr  Sr_i  Si._2  Sj 


0 


5.  Satz  von  Descartes.  Eine  Gleichung  mit 
reellen  Koeffizienten  hat  höchstens  so  viel  reelle  positive 
Wurzeln  als  Zeichenwechsel  und  höchstens  so  viel  reelle 
negative  Wurzeln  als  Zeichenfolgen  (die  fehlenden 
Glieder  sind  mit  +  0  zu  ergänzen). 

Eine  Gleichung  von  ungeradem  Grad  hat  mindestens 
eine  reelle  Wurzel,  deren  Vorzeichen  entgegengesetzt 
ist  dem  Vorzeichen  von  an. 

Hat  eine  Gleichung  geraden  Grades  an  negativ,  so 
sind  mindestens  zwei  reelle,  mit  verschiedenen  Vor- 
zeichen versehene  Wurzeln  vorhanden. 

6.  Bei  einer  Gleichung,  die  nur  reelle  Wurzeln 
haben  karni,  ist  die  Anzahl  der  positiven  gleich  der 
der  Zeichenwechsel,  die  Anzahl  der  negativen  gleich 
der  der  Zeichenfolgen  (Bestimmung  der  Hauptachsen 
einer  Fläche  II.  Ordn.). 

Bürklen,  Formelsammlung.  4 
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7.  Ist  p  +  <li  eine  Wurzel  einer  G-leiclmng  mit 
reellen  Koeffizienten,  so  ist  auch  p  — qi  eine  AViu^zel. 
Die  Grleichung  hat,  wenn  sie  imaginäre  AVui'zeln  hat, 
stets  eine  gerade  Anzahl  derselben. 

8.  Sind  die  Koeffizienten  der  r  niedersten  Potenzen 
von  X  (x^  eingeschlossen)  gleich  Xull,  so  hat  die  Glei- 
chung rmal  die  Wurzel  Null;  sind  die  der  r  höchsten 
Potenzen  0,  so  hat  sie  rmal  die  Wurzel  oo. 

9.  Ist  <x  eine  AYurzel  der  Gleichung  1.,  so  el'gibt 
sich  aus  derselben  durch  Division  mit  x  —  ^  die 
Gleichung  n  —  1-ten  Grades. 

-^^  =  boX— l  +  b,X— 2  +  ...  +  bn_2X  +  b,_i==0„ 

X  — ÖC 

dann  ist  b^.  =  br  _  i  •  (X -\-  a,. . 

Beispiel:  3  x^  —  7  x*  +  2  x^  +  4  x^  —  7  x  —  2  =  0 
soll  durch  x  —  2  dividiert  werden. 

3      -7      +2      +4      -7      -2 


3-1  0      -j-4      +1      .   0 

Res.:  3x4-x3  +  4x+l  =  0. 

Durch  diese  Division  wird  festgestellt,  ob  x=2(  =  ^) 
eine  Wurzel  der  ursprünglichen  Gleichung  ist. 

Um  die  ganzen  rationalen  Wurzehi  einer  Gleichung 
aufzufinden,  zerlege  man  a^  in  Faktoren  p^,  pg  ... 
und  versuche,  ob  x  — p^,  x  — P2  ...  ohne  Rest  in  die 
Gleichung  aufgeht  (s.  auch  §  29a,  i). 

10.   Wurzelverkleinerung.      Soll  die   Gleichung 

f  (x)  =  ao  x^  +  a^  x^-^  +  • .  •  +  an_i  x  +  an  =  0 
in  die  Gleichung 

99  (x)  =  Po  X"  +  pi  x^  - 1  +  . . .  4-  Pn  - 1  X  +  pn  =  0 
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uiugewanclelt  werden,  so  daß  die  Wurzeln  der  letzteren 
Grleicliimg  um  k  kleiner  sind  als  die  der  gegebenen,  so 
muß  f(x)  =  99(x  — k),  also 

ao  Xn  +  aix°-i  +  . . .  +  an  =Po(x- k)'^  +  Pi(x- k)"^-! 
+  ...+Pn_i(x  — k)  +  pn 

sein  und  es  sind  daher  pn,  Pn—  i ,  •  • .  Po  die  Reste, 
die  sich  ergeben,  wenn  man  f(x)  fortlaufend  mit  x  —  k 
dividiert. 

Beispiel:  x^  — 4 x^  —  39x-'-f    46x+   80  =  0 

4)  1  0      —39      —110    —  360  =  Pn 

4)  1  4       —23      —  202  =  p,j_i 

4)  1  8       -I-    9  =  p,,_2 

4)  1  12  =  pi 

die  gesuchte  Gleichung  ist: 

x^  +  1 2  x3  +  9  x-^  —  202  X  —  360  =  0  . 

11.  "Wegschaffung  des  zAveiten  Gliedes. 
Soll  die  Gleichung  f  (x)  =  0  durch  die  Einsetzung 
X  =  y  +  k    so    umgeformt    werden ,     daß     das    zweite 

0     ist,     so     ist,     da 


y  =  x-6; 


jrlied     der     neuen 

Gleichung 

:3i=ai+nkao^ 

=  0, 

Beispiel: 

nao 

s3- 18x2 +  10 

5  X- 

-196  =  0  ; 

6)  1- 

12  +  33  +  2 

6)  1- 

6- 

-    3 

6)  1 

0 

R^ 

3y+2=0 
4* 
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12.  Mehrfache  AVurzeln:  Haben  f(x)  =  0  und 
f'(x)  =  0  einen  gemeinschaftlichen  Teiler  von  der  Form 
(x  —  öCj)^  (x  —  ^2)^  •  •  •  5  ^0  ^^^  ^1  ®i^®  k  -|-  1  fache,  ^2  ^i^^ 
l-j-l  fache  Wnrzel  der  Gleichung  f(x)  =  0. 

13.  Gemeinschaftliche  Wurzeln  zweier  Glei- 
chungen, Kesultante.  —  Eine  gemeinschaftliche 
Wurzel  zweier  Gleichungen  f(x)  =  0  und  99(x)  =  0 
vrird  gefunden,  indem  man  den  gemeinschaftlichen  Teiler 
der  linken  Seite  sucht  und  denselben  gleich  Null  setzt. 

Die  Bedingung  für  das  Bestehen  einer  gemeinschaft- 
hchen  Wurzel  zweier  Gleichungen  heißt  die  Resultante 
derselben;  sie  ist  das  Resultat  der  Elimination  der  Un- 
bekannten aus  den  zwei  Gleichungen.     Sind  diese 
ao  x^  +  a^  x"-i  +  . . .  +  an  =  0 

0, 


so  ist  die 

boX- 
Result 

+  bix— i+...4-b„,= 
ante 
ao  ai   . . .  an       0   . . . 

0 

0  ao  ...  aTi_i  an  .. .   0 

R  = 

0  0    . . .  ao            ...  an 
bo  bi    .  .  .   bn,        0    ...    0 

Man 

findet  d 

0  0    ...  bo           ...1 
en  Wert  der  gemeinsa 
ao  ai  . . .  an  0    ...  0 
0    ao  . . .       an  ...  0 

(box^ 

bobi...           bn....O 

m  Binomische  Grleichung-en.  53 

14.  Elimination  einer  Unbekannten  ans  zwei 
Grleichungen  mit  zwei  Unbekannten  x  und  y.  —  Man 
ordne  beide  Gleichungen  nach  Potenzen  der  einen  Un- 
bekannten, z.  B.  von  X,  und  bilde  die  Eesultante  aus 
beiden,  indem  man  die  Koeffizienten  jener  Unbekannten 
als  bekannte  Grrößen  betrachtet.  Die  Eesultante  ver- 
schwindet wegen  des  gleichzeitigen  Bestehens  beider 
Grleichungen.  Diese  Eesultante,  das  Eliminations- 
resultat von  X,  ist  im  allgemeinen  eine  Gleichung  vom 
m  •  n-ten  Grade  in  j. 

§  26.     Binomische  Gleichungen. 

x"  =  -|- 1  =  cos  2  k  jr  +  i  sin  2  k  TT  : 

°/^^      /  >  .^^  2k7r    ,   .    .    2k7t 

X  =  1/+ 1  -=  (+  l)""  =  cos h  1  sm , 

n  n 

wobei  k  alle  ganzen  Werte  von  0  bis  n  erhält. 

j'  x°  =  —  1  =  cos  (2  k  +  1 )  TT  +  i  sin  (2  k  +  1 )  TT  ; 

2.     I  n  2k+l  2k+l 

X  =  y  —  1  =  cos 71 4- 1  sm jr  . 

l  '  n  n 

3.    Beispiele. 

1.  x3  =  l; 

mitk  =  0    ...  rx=l , 


1        U_...iono,..:.iono      -l±iy3_ 

iß' 


nütk  =  r  ...  [x=cosl200  +  isinl20Q=      ^-^^^^=1^, 

2.  x3  =  -l; 

mitk=!    ...  (x  =  cos60<>  +  isin60f*= 

mitk=l    ...ix=— 1. 

xn  =  a  [  x"  =  — a 
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wobei  \]/a j  den  absoluten,  reellen  AVert  von  ya  bedeutet, 
welchen    man    durch    dkekte    AVurzelausziehung    oder 

n 

logarithmische  Berechnimg  erhält,   während  y-{-l   mid 
]/  — 1   jeden   der   durch   1.  ^und   2.    bestimmten  Werte 


darstellen. 

§  27.     Kubische  Gleichungen. 

r  x3  — a  =  0 

x3  +  a  =  0 

m 

f-CVa) 

1.     l 

3/- 
x=ya  =  < 

fyä).. 

x=y— a=< 

-(j/a).. 

s.  § 

26,  3i,,. 

2.  x3+ax2-}-bx  +  c  =  0  . 

Transformiere  die  Gleichimg   (durch  AVurzelverklei- 

a  a 

nerung    um oder    Substitution    von    x  =  y  —  — 

ö  o 

s.  §  25io)  ^^^^  ^i®  Form 

y3  +  3py  +  2q-0 

imd  setze  y  ==  u  -f  v  und  u^  -f  ^'^  +  2  q  =  0  ,    dann  ist 


J  u  =  y-q  +  yq2_^p^ 

'  =  F-a-yqM^ 


r  y,  =  u  +  V 


— ^ 1 y'^  (u  —  v)   (Cardan  sehe 


.^3 


u  +  V        i    /— 


Formeln). 


Kubische  Gleichungen. 
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Die  Cardan  sehen  Formeln  führen  zu  einer  Lösung 
nur  solange  q^  _|_  p3  -^  0  .  ^[q  liefern  dann  eine  reelle 
und  zwei  imaginäre  AVurzeln. 

3.  Fall  der  drei  reellen  Wurzeln  (casus  irre- 
ducibiMs).  Ist  q^  +  p^  <  0  ,  so  hat  die  Gleichung  drei 
reelle  AVm-zeln  (die  Cardan  sehen  Formeln  liefern  sie 
aber  in  imaginärer  Form);  dann 


cos  99  = 


-q 


i-r 


yi  =  2]/— p.cos 


y2=-2fqp.cos(|--f60oj 

y3  =  -2y^-cos(|--60o). 

4.  Trigonometrische  Auflösung  für  Fall  2: 

q2  +  P^>0. 
1.  P>0 

yi  =  +  2yp.ctg2^ 

;-/  i/3 

+  ]/p(ctg2i/;- 


J2 


sin  2  yj 


sin  2  yj 


hierbei  sind  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  zu  nehmen, 
je  nachdem  q^O. 
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2.  p<0 

yi  =  +  2y'^" 


sm  2  yj 


Zeichen  wie  oben  bei  1.  zu  nehmen. 

§  28.    Biquadratische  Gleichungen. 

1.  Besondere  Fälle  s.  §  23,  ß^,  7o. 

2.  Eulersche  Methode. 

1.  Transformierung  der  Gleichung  auf  die  Form 

x^  +  ax2  +  bx  +  c  =  0. 

2.  Bildung  der  Kesolvente 
a  a^  — 4  c  b- 

y  -r  2  ^  ^     16     ^      64 

Sind  die  Wiu^zeln  dieser  Gleichung  y^ ,  y.,  ?  Js  5  d^i^  ist 

xi-+(yyi+y3'2^-yy^) 

x2-±(yyi-yy2+yy^) 

XB=+(-yyi+yy^+yy3) 

wobei  die  Vorzeichen  so  zu  wählen  sind,  daß 

yyi-yy2-yy8=--3  •. 
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§  29.    Höhere  numerische  Gleichungen.  —  Näherungs- 
methoden. 

1.  G-anze  Wurzel  werte.  Dieselben  sind  in  den 
Faktoren  des  Absolutgliedes  a^  enthalten.  Die  Bestim- 
mung derjenigen  Faktoren,  welche  zugleich  Wurzeln 
der  Gleichung  sind,  wird  erleichtert  durch  folgendes: 
a)  Es  können  nur  diejenigen  Faktoren  in  Betracht 
kommen,  welche  innerhalb  der  Wurzelgrenzen  liegen 
(s.  u.  3);  b)  nimmt  man  eine  Wurzel  Verkleinerung  (s.  §  25) 
z.  B.  um  1  vor  und  zerlegt  in  der  neuen  Gleichung 
ebenfalls  das  Absolut glied  au,  so  kann  als  Wurzel  der 
ursprimglichen  Gleichimg  nur  ein  solcher  Faktor  von 
an  in  Betracht  kommen,  welcher  um  1  größer  ist  als 
ein  Faktor  von  a^. 

2.  Wird  f(x)  für  x  =  p  negativ  und  für  x=q 
230sitiv,  so  liegt  eine  ungerade  Zahl  von  Wurzeln,  also 
mindestens  eine,  zwischen  p  und  q. 

3.  Ist  —am   der   erste,    und    — ap   der    munerisch 

m  — 
größte  negative  Koeffizient,  so  ist  x  <!-!-]/ ap  eine 
obere  Grenze  für  die  positiven  Wurzeln.  Yertauscht 
man  x  mit  — x  und  sucht  in  der  neuen  Gleichung 
wieder  die  obere  Grenze  für  die  positiven  Wurzeln,  so 
ist  dieselbe  mit  negativem  Zeichen  versehen  die  untere 
Grenze  für  die  negativen  AVurzeln  der  gegebenen 
Gleichung. 

4.  Satz  von  Budan(-Fourier).  Bildet  man  die 
Eeihe  f  (x),  f(x),  f"(x) . . .  f(°)(x)  und  setzt  man  hierin  x=a 
imd  x  =  b,  wobei  a<b,  so  hat  die  Gleichung  f(x)  =  0 
nicht  mehr  Wurzehi  zwischen  a  und  b,  als  die  Eeilie 
Zeichen  Wechsel  verliert,  wenn  man  von  a  zu  b  übergeht. 

5.  Satz  von  Sturm.  Sind  f2(x),  f3(x)  ...  fm(x) 
die   mit   umgekehrten  Zeichen  genommenen  Reste,    die 
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sich  bei  der  Aufsuchung  des  größten  gemeinschaftlichen 
Teilers  der  Funktion  f  (x)  und  ihres  Differentialquotienten 
f'(x)  ergeben,  und  setzt  man  in  der  Reihe  der  Funktionen 
f,  f,  f|,  fg,  fß  . . .  fm  für  X  einmal  a,  das  andere  Mal  b, 
so  hat  die  erste  Reihe  gerade  so  viel  Zeichenwechsel 
mehr  als  die  zweite,  wie  die  Gleichung  f  (x)  =  0  Wurzeln 
zmschen  a  und  b  hat. 

6.  Newtons  Methode.  Hat  man  durch  Versuche 
(oder  durch  Aufzeichnung  der  Kurve)  gefunden,  daß  a 
annähernd  eine  Wurzel  der  Gleichung 

f(x)  =  a^x-  +  aix--i+  ...  +an  =  0 

ist,  so  ist  an  (x  noch  eine  Korrektion  anzubringen,  um 
den  wirklichen  Wert  zu  erhalten.  Die  erste  Korrektion 
p  ergibt  sich  aus  (Taylors  Satz  s.  §  87) 

_         — (ao^°+a.^^"-^+  ...  +an)  f(<%) 

^"na^öc^-i-f  (n— l)ai^^-2-f  ...-f  a"-i~      f(oC)' 

Setzt  man  nun  öc  +  j)  an  Stelle  von  tx ,  so  erhält  hiermit 
aus  der  angegebenen  Beziehung  eine  weitere  Korrektion 
Pi  usf. 

7.  Regula  falsi.  Hat  die  Gleichung  f(x)  =  0  eine 
Wurzel  zwischen  (x  und  oc^  [f(a:)  imd  i((X^  haben  also 
entgegengesetzte  Yorzeichen] ,  so  erhält  man  einen  an- 
genäherten Wert  für  die  W^urzel,  wenn  man  an  Stelle 
des  Schnittpunktes  der  Kurve  mit  der  X-Achse  den 
der  Sehne  setzt,  welche  die  zu  den  Abszissen  (x  und  <x^ 
gehörigen  Kurvenpunkte  verbindet;  man  hat  dann: 

X— a:       X  — öCi 

somit 


f(^)  f(^i) 

{(X-^  —  (X)  t((X 


(X 


f{ci)-{{a; 
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Mit  dem  neuen  Wert  und  einem  benachbarten  kann 
das  Verfahren   wiederholt  Averden  usf.   —  Dieses  Yer- 


fahren  ist  insbesondere  bei  transzendenten  Grleichungen 
anwendbar.     Beispiel: 

x^  =  100,     also 
X  log  X  =  2     oder     x  log  x  —  2  =  0  . 
Ausrechnung: 


X 

f(x)  =  xlogx- 

-2 

1 

2 
3 
4 

-2 
-1,4 

-0,5687 
+  0,4084 

1-0,57 


0,98 


3,58 


3,58 
3,60 


+  0,0171 

-0,0027 


x  =  3,58-f 


0,02-0,0171 


0,0198 

=  3,58  +  0,01727  =  3,59727  usf. 
((he  richtige  Wurzel  hegt  zwischen  3,59728  und  3,59729). 


6Ö 


Oleichungen. 


§  30.     Größte  und  kleinste  Werte. 

(Elementare  Behandlung-.) 
Ist  j  eine   Funktion  von  x,   also   eine   von  x   ab- 
hängige Grröße,  imd  z.  B, 
1.  y  =  ax3  +  bx2  +  cx  +  d, 

so  können  hierbei  die  verschiedenen  AVerte  von  x  als 
Abszissen,  die  von  j  als  Ordinaten  einer  Knrve  be- 
trachtet werden. 


Zieht  man  eine  Parallele  EF  zur  X-Achse,  welche 
die,  betreffende  Funktionskurve  in  den  Punkten  E,  F, 
deren  Abszissen  x^  und  Xg  sind,  schneidet,  so  hat  y  in 
diesen  Punkten  E  und  F  die  gleichen  Werte,  es  ist 
also  für  obiges  Beispiel  1. 


bx? 


C  Xi 


d  =  a  X2 


b  x|  +  C  X.2  +  d 


folg- 


Avoraus    a  (xf  —  x^)  +  b  (xf  —  x^)  +  c  (x^  —  x, )  =  0 

lieh  nach  Division  mit  x^  —  Xg 

2.  a(x?  +  XiX2+xl)  +  b(xi  +  X2)-|-c==0. 

Wenn  sich  nun  EF  parallel  weiter  bewegt,  so  werden 
x^  und  X2   für   den   Punkt,    wo  j  einen   größten   oder 
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kleinsten  Wert  erreicht,  einander  gleich.  Ist  die  Ab- 
szisse dieses  Punktes  x,  so  ergibt  sich  demnach  aus  2. 
3.  3ax2  +  2bx  +  c  =  0. 


Durch  Auflösen  dieser  Grleichung  findet  man  die  Werte 
von  X,  welche  y  zu  einem  Maximum  oder  Minimum 
machen. 

Das  Verfahren  läßt  sich  nach  Vorstehendem  in 
folgender  Weise  fassen*): 

Um  einen  größten  oder  kleinsten  Wert  (oder  mehrere) 
einer  abhängigen  Grröße  zu  finden,  muß  man: 

1.  die  Funktion  in  einer  unabhängigen  veränder- 
lichen Größe  X  ausdrücken; 

2.  in  diesen  Ausdruck  Xj^  mid  dann  Xg  einsetzen 
imd  die  sich  ergebenden  Ausdrücke  einander  gleich 
setzen; 

3.  die  gleich  hohen  Glieder  zusammenfassen,  so 
daß  sich  mit  dem  Faktor  x^  —  Xg   durchdividieren  läßt. 


*)  Vgl.  hierzu:  Martus,  Maxima  und  Minima,  Berhn  1861. 
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4.  Nachdem  mit  x^  —  x^  durchdi vidiert  ist,  hat  man 
in  der  hierdurch  erhaltenen  Gleichung  x^  =  X2  =  x  zu 
setzen  und  die  Gleichung  aiifzulösen.  Für  die  ge- 
fundenen Werte  von  x  erreicht  y  ein  Maximum  oder 
Minimum. 

5.  Ob  ein  größter  oder  kleinster  Wert  vorliegt, 
ergibt  sich  aus  der  Natur  der  Aufgabe  oder  durch 
Berechnung  der  Werte  von  y  für  solche  Werte  von  x, 
die  dem  gefundenen  benachbart  sind. 

Bemerkungen:  1.  Bei  Funktionen,  in  denen  eine 
Quadratwurzel  vorkommt,  muß  vor  dem  Dividieren  mit 
Xj^  —  Xg  in  der  Eegel  noch  umgeformt  werden. 

Beispiel : 

mx^-{-n-f  ]/aXi  +  bXi  +  c  =  mxg  +  n-fyaxl-l-bxo  +  c, 

m(X;^  —  Xg)  +  /axj  +  b Xj^  -f  c  — "j/a X2  +  b  X2  +  c  =  0  . 
woraus 

m  (X,  -  X,)  + -,=M^äl+^^^i^^M=.  =  0  , 

yax'f  4- b  Xi  +  c  +  ya  x|  +  b  X.,  +  c 

folglich    m  -f  —-^  — -^  --  0  . 

]/axf  +  b  x^  +  c  +  ]'^  X2  -j-  b  ^2  +  ^ 
Nun  ist  Xj^  =  x.,  =  X  zu  setzen  usf. 

2.  Das  Anwendungsgebiet  der  obigen,  elementaren 
Methode  ist  begrenzt:  allgemeine  Verfahren  für  Auf- 
findung größter  und  kleinster  Werte  gibt  die  höhere 
Analysis  (s.  §  89). 
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§  31.     Gerade  Linien  und  Winkel  am  Kreis;  regel- 
mäßiges Vieleck. 

1.  Ein  Punkt  liegt  innerhalb,  auf  oder  außer- 
halb einer  Kreislinie,  je  nachdem  sein  Mittelpunkts- 
abstand =  als  der  Halbmesser  ist. 

2.  Eine  G-erade  hat  mit  einem  Kreis  zwei,  einen 
oder  keinen  Punkt  gemeinschaftlich,  d.  h.  sie  schneidet, 
berüln-t  oder  trifft  nicht,  je  nachdem  ihr  Mittelpunkts- 
abstand =  als  der  Halbmesser  ist. 

3.  a)  Gleiche  Sehnen  haben  gleiche  Mttelpimkts- 
abstände  imd  umgekehrt. 

b)  Von  zwei  ungleichen  Sehnen  hat  die  größere 
den  kleineren  Mittelpunktsabstand  und  umgekehrt. 

4.  Zu  gleichen  Zentriwinkeln  in  gleichen  Kreisen 
oder  in  demselben  Kreis  gehören  gleiche  Bögen,  Sehnen, 
Aus-  und  Abschnitte  und  umgekehrt. 

5.  Ein  Peripheriewinkel  ist  die  Hälfte  des  zu- 
gehörigen Zentriwinkels. 

6.  Alle  Peripherie  Winkel  über  demselben  Bogen 
sind  einander  gleich. 

Datum  a,  r,  oc. 

7.  Der  Tangentensehnenwinkel  ist  gleich  dem 
Peripheriemnkel  im  nicht  eingesclüossenen  Bogen. 
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8.  a)  Im  Kr  eis  vi  er  eck  ist  die  Summe  zweier 
Gegenwinkel  gleich  der  Summe  der  zwei  andern, 
d.  h.  2  E. 

b)  Wenn  in  einem  Yiereck  die  Summe  zweier 
Gegenwinkel  2  K  ist,  so  ist  es  ein  Kreisviereck. 

9.  a)  Im  Tangentenviereck  ist  die  Siunme  zweier 
Gegenseiten  gleich  der  Summe  der  zwei  andern. 

b)  AVenn  in  einem  Viereck  die  Summe  zweier 
Gegenseiten  gleich  der  Summe  der  zwei  andern  ist, 
so  ist  das  Yiereck  ein  Tangentenviereck. 

10.  Tangentenabschnitte  beim  Dreieck 

an  den  Likreis,  an  den  Ankr.  d.  Gegens. 

-r^i      ,b-j-c  —  a,  ,       b-j-c  +  a 

von  der  Ecke  A ( =  s  —  a) . 

von  der  Ecke  B  -~^^-^ (=s  —  b), 

^     ^,     ^a-fb  —  c.             .        ,,_,„ 
von  der  Ecke  C ;- (  =  s  —  c) , =s  . 

Datum  s,  ^1,  öc.  ^ 

11.  Zwei  Kreise  K  und  K^ 

a)  berühren  sich,  wenn  sie  einen  Punkt  der  Zentrale 
gemeinschaftlich  liaben, 

b)  haben  einen  Punkt  der  Zentrale  gemeinschaftlich, 
wenn  sie  sich  berühren. 

c)  K  und  Kl   berühren  sich,  wenn  z  =  r  +  ^ ; 

z  <  r  +  ^  und 
K  imd  Kj  schneiden  sich,  Avenn 

z  >  r  —  o  . 

K  liegt  innerhalb    K^ ,  wenn  z  <  r  —  ^ ; 

K  liegt  außerhalb  K^ ,  wenn  z  >  r  +  ^  , 

z  Zentrale,   r  der  größere,   o  der  kleinere  Halbmesser. 


2 

b  +  c  +  a 

2 

b  +  c  +  a 
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12.  K r e i  s t e i  1  u n g.    Zu  einem  Z entrimiikel  von  —  R 


n 


—  oder  einem  Peripherie winkel  von  ~R  —  gehört  der 

n-te  Teil  der  Kreislinie.  ^ 

13.  Regelmäßiges  Yieleck. 

Eekenzahl:  3  4  5  6     ...  n 

Zentri^\inkel :        ^R     IR     4r     -|r...— R 
3  o  3  n 

2  6          4             2n  — 4 
Polygon^^dnkel :    —  R     1  R     -  R      .,  R  .  •  •  R  • 

3  5  3  n 

§  32.    Proportionalität  von  Strecken,  Ähnlichkeit. 

1.  Werden  die  Schenkel  eines  Winkels  oder  zweier 
Scheitelwinkel  von  zwei  Parallelen  geschnitten,  so  sind 
die  Abschnitte  auf  dem  einen  Schenkel  proportional  den 
entsprechenden  auf  dem  andern  und  die  Parallelen  ver- 
halten sich  wie  die  zugehörigen  Scheitelabschnitte  des- 
selben Schenkels.  —  Umkehrung  des  ersten  Teils. 

2.  Die  Halbierungslinie  eines  Winkels  im  Dreieck 
teilt  die  Gegenseite  innerlich  im  Verhältnis  der  Anseiten; 
die  Halbierungslinie  des  Außenwinkels  teilt  Rie  äußerlich 
in  demselben  Verhältnis.  —  ümkehrung. 

3.  Werden  die  Schenkel  eines  Winkels  oder  zweier 
Scheitelwinkel  von  zwei  Parallelen  geschnitten,  so  sind 
die  abgeschnittenen  Dreiecke  einander  ähnlich. 

4.  Zwei  Dreiecke  sind  ähnlich,   wenn 

a)  zwei  Seiten  proportional  und  der  eingeschlossene 
AVinkel  gleich, 

b)  zwei  Winkel  gleich, 

c)  die  drei  Seiten  proportional, 

d)  zwei  Seiten  proportional  der  Gregenwinkel  des 
einen  Paares   gleich  imd  die  Gegenwinkel   des   andern 

Bürklen,  Formelsammlung.  5 
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Paares  gleichartig  sind.  —  (Besonderer  Fall:  Zwei 
Dreiecke  sind  ähnlich,  wenn  sie  zwei  Seiten  proportional 
und  den  Gegenwinkel  der  größeren  gleich  haben.) 

5.  Zwei  Höhen  eines  Dreiecks  verhalten  sich  um- 
gekehrt wie  die  zugehörigen  Seiten,  oder  wie  die  rezi- 
proken Werte  der  Seiten  und  umgekehrt;  also 

h  :  h':  h"  =  —  :  —- :  —  =  b  c :  a  c  :  a  b  . 
a     b     c 

6.  a)  Zieht  man  von  zwei  ähnlich  liegenden 
Punkten  bei  zwei  ähnlichen  Vielecken  Strahlen  nach 
allen  entsprechenden  Ecken,  so  entstehen  paar  weis  ähn- 
liche Dreiecke. 

Besonderer  Fall:  Durch  die  Diagonalen  aus  zwei 
entsprechenden  Ecken  Averden  zwei  ähnliche  Yielecke 
in  paarweis  ähnliche  Dreiecke  zerlegt. 

b)  Entstehen  durch  Strahlen,  die  man  von  zwei 
Punkten  nach  den  Ecken  zweier  Yielecke  zieht,  paar- 
weis ähnliche,  in  gleicher  Eeüienfolge  liegende  Dreiecke, 
so  sind  die  Yielecke  ähnhch  und  die  beiden  Punkte 
ähnlich  liegend. 

Besondere  Fälle:  oc)  "Werden  zwei  Yielecke  durch 
die  Diagonalen  aus  zwei  Ecken  in  paarweis  ähnliche 
in  gleicher  Reihenfolge  liegende  Dreiecke  zerlegt,  so 
sind  die  Yielecke  ähnlich. 

ß)  Zwei  Parallelogramme  sind  ähnlich,  wenn  sie 
einen  Winkel  gleich  und  die  einschließenden  Seiten 
proportional  haben. 

7.  Regelmäßige  Yielecke  von  gleicher  Seitenzahl 
sind  ähnlich. 

8.  In  ähnlichen  Yielecken  sind  entsprechende 
Winkel    einander    gleich    und     entsprechende    Längen 
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proportional;  die  Umfange  ähnlicher  Vielecke  verhalten 
sich  daher  wie  entsprechende  Seiten. 

9.  a)  Sind  zwei  Yielecke  in  perspektivischer 
Lage  und  n  — 1  Seitenpaare  (worunter  keiaes,  das  mit 
einem  Strahl  zusammenfällt)  parallel,  so  ist  auch  das 
n-te  Paar  parallel  und  die  Yielecke  sind  ähnlich. 

b)  Sind  zwei  Vielecke  ähnlich  und  zwei  Seitenpaare 
parallel,  so  sind  auch  die  übrigen  parallel  und  die 
Vielecke  sind  in  perspektivischer  Lage. 

10.  a)  Die  Kathete  eines  rechtwinkligen  Dreiecks 
ist  mittlere  Proportionale  zwischen  der  Hypotenuse 
und  dem  anliegenden  Hypotenusenabschnitt. 

b)  Die  Höhe  eines  rechtwinkligen  Dreiecks  ist  mittlere 
Proportionale  zu  den  Hypotenusenabschnitten. 

11.  Ist  in  einem  gleichschenkligen  Dreieck  die  Basis 

gleich  dem  größeren  Abschnitt  des   stetig  geteilten 

2 
Schenkels,   so  ist   der  AVinkel  an   der  Spitze  ^-R  und 

umgekehrt.  (Bestünmungsdreieck  des  regelmäßigen  Zehii- 
ecks.) 

12.  a)  Sekantensatz.  Werden  die  Schenkel  eines 
Winkels  oder  zweier  Scheitelwinkel  von  einem  Kreis 
geschnitten,  so  sind  die  Scheitelabschnitte  des  einen 
Schenkels  innere,  die  des  andern  äußere  Griieder  einer 
Proportion,  d.  h.  das  Produkt  der  Scheitelabschnitte  ist 
konstant.  (Potenz  eines  Punktes  in  Beziehung  auf  einen 
Kreis  =P02  — r2.) 

Besonderer  Fall:  Wird  der  eine  Schenkel  eines 
Winkels  von  einem  Kreis  geschnitten,  der  andere  be- 
rührt, so  ist  das  Quadrat  des  Tangentenabschnitts  gleich 
dem  Produkt  der  Scheitelabschnitte  der  Sekante. 

b)  Sind  auf  jedem  Schenkel  eines  Winkels  oder 
zweier  Scheitelwinkel  vom  Scheitel  aus  je  zwei  Stücke 

5* 
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abgetragen  und  ist  das  Produkt  der  Abschnitte  des 
einen  Schenkels  gleich  dem  Produkt  der  Abschnitte 
des  andern,  so  liegen  die  vier  Endpunkte  der  Abschnitte 
auf  einem  Kreis. 

Besonderer  Fall:  Sind  auf  dem  einen  Schenkel 
eines  Winkels  zwei  Abschnitte,  auf  dem  andern  ein 
Abschnitt  vom  Scheitel  aus  abgetragen  und  ist  das 
Produkt  der  Abschnitte  des  ersten  Schenkels  gleich 
dem  Quadrat  des  Abschnitts  auf  dem  zweiten  Schenkel, 
so  berührt  der  durch  die  Endpunkte  der  drei  Abschnitte 
gelegte  Kreis  den  zweiten  Schenkel. 

§  33.    Flächenvergleichung,  Inhaltsbeziehungen. 

1.  Parallelogramme  und  ebenso  Dreiecke  von  gleicher 
Grundlinie  und  Höhe  sind  gleich. 

2.  Ein  Dreieck  ist  halb  so  groß  als  ein  Parallelo- 
gramm von  gleicher  Grmidlinie  und  Höhe. 

3.  Ein  Trapez  ist  inhaltsgleich  mit  einem  Parallelo- 
gramm, wenn  beide  gleiche  Höhe  haben  und  wenn  die 
Grundlinie  des  Parallelogramms  gleich  der  Mittellinie 
des  Trapezes  ist.  Trapeze  sind  gleich,  wenn  sie  gleiche 
Höhe  und  gleiche  Mittelhnie  haben. 

4.  Datum  für  Parallelogramm  und  Dreieck:  a,  h,  f-, 
für  das  Trapez:  b-f-d,  h,  f-. 

5.  Ein  Kreis  ist  gleich  einem  Dreieck,  dessen 
Grundlinie  gleich  dem  Umfang  und  dessen  Höhe  gleich 
dem  Halbmesser  ist. 

6.  Parallelogramme  und  ebenso  Dreiecke,  die  einen 
Winkel  gleich  haben,  verhalten  sich  wie  die  Produkte 
der  den  gleichen  Winkel  einschließenden  Seiten. 

Datum:  a,  (bc),  f-. 

7.  Ähnliche  Vielecke  verhalten  sich  dem  Inhalt 
nach  wie  die  Quadrate  entsprechender  Längen. 
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8.  Das  Quadrat  über  einer  Kathete  eines  reclit- 
Avinkligen  Dreiecks  ist  gleich  dem  Eechteck  aus  der 
Hypotenuse  und  dem  anliegenden  H\'potenusenabschnitt. 

9.  Das  Quadrat  über  der  Höhe  eines  rechtwinkligen 
Dreiecks  ist  gleich  dem  Rechteck  aus  den  Hypotenusen- 
abschnitten. 

10.  Pythagoreischer  Lehrsatz: 

a)  Im  rechtwinkligen  Dreieck  ist  das  Quadrat 
über  der  Hypotenuse  gleich  der  Summe  der  Quadrate 
über  den  Katheten. 

b)  Allgemeiner  Pythagoreischer  Lehrsatz: 
Konstruiert  man  über  den  Seiten  eines  rechtwinldigen  Drei- 
ecks ähnliche  Figuren,  so  ist  die  Figur  über  der  H^^po- 
tenuse  gleich  der  Summe  der  Figuren  über  den  Katheten. 

c)  Pythagoreischer  Lehrsatz  für  das  schief- 
winklige Dreieck:  Das  Quadrat  über  einer  Dreiecks- 
seite ist  gleich  der  Summe  der  Quadrate  der  andern 
Dreiecksseiten  vermehrt  oder  vermindert  um  das  doppelte 
Rechteck  aus  einer  dieser  Seiten  und  der  Projektion 
der  andern  auf  sie,  je  nachdem  der  Gegenwinkel  der 
ersten  Seite  stumpf  oder  spitz  ist  (vgl.  §  48,  6). 

11.  Ptolemäischer  Lehrsatz,  s.  §  35,  22. 

§  34.    Längen-  und  Flächenberechnungen. 

1.  Inhalt  des  Rechtecks:  a-b. 

2.  Inhalt  des  Quadrats:  a-. 

3.  Inhalt  des  Parallelogramms:  ah. 

4.  Inhalt  J  des  Dreiecks :  (a-|-b  +  c  =  2s.  g  Halb- 
messer des  Inkreises,  q^,  q.2i  Qs  Halbmesser  des  An- 
kreises an  der  Seite  a,  bzw.  b,  c) 

ah 

J  =  —  =  ^  •  s  =  ^^  (s  —  a)  =  jp,  (s  —  b)  =  ^3  (s  —  c) 

n r^— abc 

=  ys(s  — a) (s  —  b)  (s  —  c)  =  -— -  . 

4  r 
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5.  Inhalt  des  Trapezes:  p-—^  • 

G.  Inhalt  des  regelmäßigen  n-Ecks:  — - — -  . 

7.  Umfang  des  Kreises: 

2r7r  =  djr;       (jr=3a416;     =y). 

d2 

8.  Inhalt  des  Kreises:  t^7i=^      n. 

9.  Bogen  :  2r7r  =  ^«:360«;       Bogen  =  ^  ^^ 


10.  Sektor  :  r^^r  =  ä<^  :  360^    Sektor  = 


1800  • 
(X^Y'^n      br 


3600        2 
11.  Bogenlänge  im  Kreis  vom  Halbmesser  1: 


arc  oc^  ~ — 


1800        1800 


Eegelmäßige  Vielecke: 
12.  Dreieck. 

h        a    —       r 

'^  =  ¥  =  ¥l^'  =  ¥ 
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13.  Sechseck. 


■1/3  = 

4/ä 

.T=.^^S^ 

-  2  y3= 

2^2y3 

• 

14. 

Quadrat. 

- 

,  =  iV5- 

=  ^]/2;       ^ 

a 
2 

K' 

J  =  a2  =  2i 

•2  =  4^-^ 

15. 

Achteck. 

a  i/ 

,  =  -^(/2  +  l)  =  ^}/2  +  f2 


a  =  r)/2-/2  =  2^(y'2-l) 

J  =  2a2(y'2  +  l)  =  2r2y2  =  8^2(y2-l) 
16.  Fünfeck. 


e  =  ^F'25  +  10}^  =  ~(y5  +  l) 


.  a=  ^-1/10-2/5  =  2^1/5-2/5 
<l=-|-(y5  +  l)  =  yfl0  +  2/5  =  ^/l0-2}/5 
J  =  ^"1^25  + 10}^  =  ^1/10 +  2/5  =  5 ^2/5  _  2/5. 
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17.  Zehneck. 


r=|-(j/5  +  l)  =  1)5^10/1 


J  =  ^}/5  +  2l/5  =  -^FlO-2}/5  =  2en25-10y5. 


§  35.  Zusammenstellung  von  Daten;  weitere  Formeln. 

A)  DatuiTivSbe Ziehungen.    Wo  nichts  bemerkt  ist, 
beziehen  sie  sich  auf  das  Dreieck. 

1.     h,  m,  iß-y). 

h  +  li',  a  +  b,  7  . 

h-h',  b  — a,  y  . 
3.     a,  r,  oc  . 

IS  —  a,  o,  öc  . 
s,  ^1,  oc  . 
5.     a,  h,  P. 

Trapez:  b  +  d,  h,  P. 
s,  ^,  f2  . 
s  — a,  ^1,  f-  . 

Tangentenviereck:  a  +  b-|-c  +  d,  q,  P. 

7.  (bc),  oc,  P. 

8.  b2-c2,  (p  +  cj),  (p-q)  s.u.  Ci,. 


2. 


6. 


Zusammenstellung  von  Daten;  weitere  Formeln. 


B)  Beziehungen  am  rechtwinkligen  Dreieck. 


9.    b^ 

derselben). 

10. 


aq,    (a  Hyp.,   i)   und  q   Abschn. 


h2  =  pci. 


11.  a2  =  b2-f-c2;     a  =  ]/b2  +  c2. 

12.  bc  =  ah. 

t  13.  Rationale  rechtwinklige  Dreiecke  sind  be- 

stimmt durch 


a  =  u^  -|-  v2  ^         \)=,  1^2  —  y 


:^  u  V  . 


u 

V 

'    U2  +  y2 

a 

u2-y2 
b 

2uv 

c 

2 

1 

f         5 

3 

4 

3 

1 

10 

8 

6 

3 

2 

1       13 

5 

12 

4 

1 

1       17 

15 

8 

4 

2 

1       20 

12 

16 

4 

3 

1   ■    ^^ 

7 

24 

5 

1 

26 

24 

10 

5 

2 

29 

21 

20 

C)  Beziehungen  am  schiefwinkligen  Dreieck. 

14.  bp  =  cq  (p  Projekt,   von  c  auf   b,   q  Projekt, 
von  b  auf  c). 

15.  a2=b2  +  c2=F2cq      (Pyth.   Lehrsatz    für    das 
schiefwinklige  zl),   (q  Projekt,   von   b    auf  c).      öcSP- 

16.  bc  =  2rh. 

17.  b-  — c-  =  pf  — qf    (p^   und   q^^    Projekt,    von   b 
und  c  auf  a). 


18. 


Ebene  Geometrie. 

4  (t2  +  f2  -f  t"2)  -=  3  (a^^  +  b^  +  c2) 

a2  =  A(2t'2  +  2t''2_t2) 


19.  m2  =  b  c  —  V  Av  (v  und  av  Abschnitte  der  Seite  a. 
erzeugt  durcü  Winkelhalbierende  m). 

20.  Dreiecksinhalt  s.  §  34^. 

1        1 


21. 


^1      ^2 


22.  Sehnen  Viereck  (Ptolemäischer  Lehrsatz) 

e  e^  =  a  c  +  t>  d  . 
Inhalt  des  Sehnen  Vierecks : 


wobei 


y  (s  —  a)  (s  —  b)  (s  —  c)  (s  —  d)  , 
a+b+c+d 
'= 2 • 

§  36.     Geometrische  Örter. 

A)  Der  geometrische   Ort  für   einen  Punkt,   der 

1.  von  einem  Punkt  A  die  Entfernung  r  hat,  ist 
die  Kreislinie  um  A  mit  r; 

2.  von  einer  Geraden  L  auf  bestimmter  Seite  der- 
selben die  Entfernung  h  hat,  ist  die  Parallele  zu  L  auf 
jener  Seite  im  Abstand  h; 

3.  von  zwei  Punkten  A  und  B  gleiche  Entfernung 
hat,  ist  das  Mitteilet  zu  AB; 

4.  von  den  Schenkeln  eines  Winkels  gleichen  Ab- 
stand hat,  ist  die  Halbienmgslinie  des  AVinkels; 
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5.  von  zwei  Parallelen  gleichen  Abstand  hat,  ist 
die  Parallele  im  mittleren  Abstand. 

B)  Der  geometrische  Ort  für  den  Mittelpunkt 
eines  Kreises,  der 

6.  den  Halbmesser  r  hat  und  durch  Punkt  A  geht, 
ist  die  Kreislinie  um  A  mit  r; 

7.  den  Halbmesser  r  hat  und  die  Gerade  L  auf 
bestimmter  Seite  berührt,  ist  die  Parallele  im  Abstand  r 
auf  jener  Seite; 

8.  durch  die  Punkte  A  und  B  gehen  soll,  ist  das 
MitteUot  zu  AB; 

9.  die  Schenkel  eines  Winkels  berühren  soll,  ist  die 
Halbierungslinie  des  "Winkels; 

10.  zwei  Parallelen  berührt,  ist  die  mittlere  Parallele; 

11.  eine  Gerade  L  im  Punkte  A  berührt,  ist  das 
Lot  zu  L  in  A; 

12.  eine  Kreislinie  im  Punkte  A  berührt,  ist  die 
Verbindungslinie  des  Mittelpunkts  mit  A; 

13.  den  Halbmesser  q  hat  und  eine  Ejreislinie  K 
vom  Halbmesser  r  von  außen  oder  innen  berührt;  ist 
ein  zu  K  konzentrischer  Kreis  mit  dem  Halbmesser 
r-j-^  oder  r  —  ^,  bzw.  q  —  r. 

C)  Der  geometrische  Ort  für  die  Spitzen  aller 
Dreiecke  auf  derselben  Seite  über  der  gemeinsamen 
Grundlinie  a  mit 

14.  demselben  AVinkel  oc  an  der  Spitze,  ist  der 
Kreisbogen  über  a,  welcher  den  Winkel  oc  faßt; 

15.  dem  gleichen  Inhalt,  ist  eine  Parallele  zur 
Grundlinie; 

16.  demselben  Verhältnis  m:n  für  die  Seiten  b 
und  c  ist  ein  Halbkreis  über  der  Strecke  zwischen  den 
beiden  Punkten,  w^elche  a  innerlich  und  äußerlich  im 
Verhältnis  m :  n  teilen  (Satz  des  ApoUonius). 
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§  37.    Besondere  Linien  und  Punkte  am  Dreieck. 

In  einem  Dreieck  schneiden  sich 

1.  die  Mittellote  zu  den  Seiten  in  einem  Punkt 
der  von  den  Ecken  gleiche  Entfernungen  hat  (ümkreis- 
mittelpunkt  0); 

2.  die  Halbierungslinien  der  Winkel  in 
einem  Punkt,  der  von  den  Seiten  gleiche  Entfernungen 
hat  (Inkreismittelpunkt  M);  desgleichen  die  Hal- 
bierungslinie eines  AVinkels  und  die  der  beiden  Außen- 
winkel an  der  Gegenseite  (Ankreismittelpunkte  M^, 
M,,  M,); 

3.  die  Schwerlinien  (Seitenhalbierende  Trans- 
versalen) in  einem  Punkt  und  teilen  sich  gegenseitig 
im  Verhältnis  2:1  (Schwerpunkt  S); 

4.  die  Höhen  in  einem  Punkt  (Höhen Schnitt- 
punkt H). 

In  einem  Dreieck  liegen: 

5.  der  Höhen  Schnittpunkt,  der  Schwerpunkt  und 
der  Umkreis mittelpunkt  in  gerader  Linie,  und  es  ist 
hierbei  HS  :  SO  =  2  :  1 ; 

6.  die  drei  Fußpunkte  der  Höhen,  die  drei  Hal- 
bierungspunkte der  Seiten  und  die  drei  Halbierungs- 
punkte der  oberen  Höhenabschnitte  auf  einem  Kreis 
(Feu  erb  ach  scher  Kreis). 

§  38.    Harmonische  Teilung. 

1.  Wenn  die  Strecke  AB  durch  die  Punkte  P 
imd  Q  innerlich  bzw.  äußerlich  nach  demselben  Ver- 
hältnis geteilt  ist,  dann  heißen  A,  B,  P,  Q,  harmo- 
ni seile  Punkte;  A  und  B,  ebenso  P  und  Q  heißen 
zugeordnet.  —  PQ  wird  ebenfalls  durch  A  und  B 
in  gleichem  Verhältnis  geteilt. 
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2.  Grellen  die  Strahlen  eines  Büschels  durch  vier 
harmonische  Punkte,  so  heißt  dasselbe  ein  harmo- 
nisches Büschel;  je  zwei  Strahlen,  welche  durch  zwei 
zugeordnete  Punkte   gehen,    heißen   selbst    zugeordnet. 

3.  Zu  einem  Teilpunkt  einer  Strecke  gibt  es  nur 
einen  harmonisch  zugeordneten  Punkt;  zu  einem  Teil- 
strahl eines  AVinkels  gibt  es  nur  einen  harmonisch 
zugeordneten  Strahl. 

4.  Der  zum  Halbierungspunkt  einer  Strecke  (in 
liezug  auf  die  Endpunkte)  harmonisch  zugeordnete 
Punkt  ist  der  unendlich  ferne  Punkt;  der  zur  Hal- 
bierungslinie eines  Winkels  in  bezug  auf  die  Schenkel 
harmonisch  zugeordnete  Strahl  ist  das  Lot  zur  Hal- 
bierungslinie. 

5.  a)  Wenn  man  zu  einem  Strahl  eines 
harmonischen  Büschels  eine  Parallele  zieht, 
so  Avird  das  Stück  derselben  zwischen  dem 
andern  Paar  zugeordneter  Strahlen  von  dem  zum 
ersten  zugeordneten  Strahl  halbiert.  (Bestimmung 
des  vierten  harmonischen  Elementes  zu  drei  gegebenen.) 

b)  Umgekehrt:  Werden  durch  drei  Strahlen  eines 
Büschels  auf  einer  G-eraden  gleiche  Strecken  abge- 
schnitten und  ist  der  Aierte  Strahl  dieser  Geraden 
paraUel,  so  bilden  die  vier  Strahlen  ein  harmonisches 
Büschel. 

6.  Jede  Gerade  schneidet  ein  harmonisches 
Büschel  in  harmonischen  Punkten. 

7.  In  einer  Nebenecke  eines  vollständigen 
Vierecks  wird  der  Winkel  zweier  Gegenseiten  durch  die 
Strahlen  nach  den  andern  Nebenecken  harmonisch  geteilt. 

8.  Auf  einer  Nebenseite  eines  vollständigen 
Yierseits  wird  der  Abstand  zweier  Gegenecken  durch 
die  andern  Nebenseiten  harmonisch  geteilt. 
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9.  Harmonische     Proportion,      harmonisches      Mittel 

s-  §  2^0  5  11- 

10.  Ist  M  Halbierungspunkt   der  durch  P   und   Q 
harmonisch  geteilten  Strecke  AB,  so  ist: 
AM2=MP.MQ. 

§  39.    Kreispolaren. 

1.  Sind  A,  B,  P,  Q  vier  harmonische  Punkte  und 
beschreibt  man  über  der  Entfernung  AB  des  einen  zu- 
geordneten Paares  als  Durchmesser  einen  Ereis  und 
errichtet  in  P  ein  Lot  auf  AB,  so  heißt  dieses  Lot 
die  Polare  von  Q  in  Beziehung  auf  den  Kreis.  — 
Ebenso  ist  das  Lot  in  Q  die  Polare  von  P;  P  und  Q 
heißen  zugeordnete  Pole. 

2.  Die  Berührungssehne  der  von  einem  Punkt 
an  einen  Kreis  gezogenen  Tangenten  ist  Polare  jenes 
Punktes.  —  Eine  Tangente  ist  Polare  ihres  Berührungs- 
pimktes.  —  Die  Polare  des  Mittelpunktes  ist  die  un- 
endlich ferne  Gerade  und  der  Pol  eines  Durchmessers 
ist  ein  unendlich  ferner  Punkt. 

3.  Die  Polaren  aller  Punkte  einer  Geraden 
schneiden  sich  in  einem  Punkt,  dem  Pole  dieser 
Geraden. 

4.  Die  Pole  aller  durch  einen  Punkt  gehenden 
Geraden  liegen  auf  einer  Geraden,  der  Polaren 
dieses  Punktes. 

5.  Die  Polare  des  Schnittpunktes  zweier  Geraden 
ist  die  Verbindungslinie  der  Pole  derselben. 

6.  Der  Pol  der  Yerbindungslinie  zweier  Punkte  ist 
der  Schnittpunkt  der  Polaren  derselben. 

7.  Jede  durch  einen  Punkt  gehende  Sekante 
wird  durch  diesen,  durch  seine  Polare  und  die 
Kreislinie  harmonisch  geteilt. 
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8.  In  jedem  Sehnen  viere ck  ist  eine  Nebenecke 
der  Pol  zur  Yerbindungslinie  der  beiden  andern  Neben- 
ecken. 

9.  In  jedem  Tangenten  vier  seit  ist  eine  Neben- 
seite  die  Polare  zum  Schnittpunkt  der  beiden  andern 
Nebenseiten. 

§  40.     Ceva-,  Menelaos-,  Pascal-,  Brianchon-Satz. 

1.  Satz  des  Ceva:  Schneiden  sich  drei  Eck- 
transversalen eines  Dreiecks  in  einem  Punkt  imierhalb 
oder  außerhalb  des  Dreiecks,  so  ist  das  Produkt  dreier 
nicht  aneinanderliegender  Seitenabschnitte  gleich  dem 
Produkt  der  drei  andern.  —  (ümkehrung). 

2.  Satz  des  Menelaos:  Schneidet  eme  Trans- 
versale eines  Dreiecks  die  drei  Seiten  oder  ihre  Yer- 
längerungen,  so  ist  das  Produkt  dreier  nicht  aneinander- 
liegender Seitenabschnitte  gleich  dem  Produkt  der  drei 
andern.  —  (Umkehrung). 

3.  Satz  des  Pascal:  Die  drei  Schnittpunkte  je 
zweier  Glegenseiten  eines  Sehnensechsecks  hegen  in 
einer  Geraden. 

4.  Satz  des  Brianchon:  Die  drei  Yerbindungs- 
linien  je  zweier  Gegenecken  eiues  Tangentensechsecks 
schneiden  sich  in  einem  Punkt. 

§  41.     Ähnlichkeitspunkte,  Potenzlinien  (Chordalen). 

1.  Zieht  man  in  zwei  Kreisen  zwei  gegenläufige 
oder  gleichläufige  parallele  Halbmesser,  so  geht  die 
Yerbindungslinie  der  Endpunkte  jedes  Paares  stets 
für  sich  durch  denselben  festen  Punkt.  Diese  beiden 
Punkte  teilen  die  Zentrale  ümerlich  und  äußerlich  im 
Yerhältnis  der  Halbmesser;  sie  heißen  innerer  bzw. 
äußerer  Ähnlichkeitspunkt. 


i 
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2.  Satz  des  Monge:  Die  drei  äußeren  Ähnlichkeits- 
punkte dreier  Kreise,  ebenso  je  zwei  innere  und  ein 
äußerer  liegen  auf  einer  Geraden  (Ähnlich keitsachse). 

3.  Die  Potenzlinie  zweier  Kreise  (d.  h.  die 
gerade  Linie  deren  sämtliche  Punkte  in  bezug  auf 
zwei  Kreise  gleiche  Potenz  haben,  s.  §  32,i2a.)  steht 
senkrecht  auf  der  Zentrale.  Wenn  gemeinschaftliche, 
gleichartige  Tangenten  Yorhanden  sind,  halbiert  sie 
dieselben;  schneiden  oder  berühren  sich  die  Kreise,  so 
ist  die  Potenzlinie  gemeinschaftliche  Sekante  oder 
Tangente  im  Berührungspunkt;  sind  die  Kreise  kon- 
zentrisch, so  liegt  sie  in  unendlicher  Entfernmig.  Die 
von  einem  Punkt  der  Potenzhnie  an  die  beiden  Kreise 
gezogenen  Tangenten  sind  einander  gleich. 

4.  Die  Potenzlinien  je  zweier  von  drei  gegebenen 
Ki^eisen  schneiden  sich  in  einem  Pimkt,  dem  Potenz- 
oder  Chordalpunkt  derselben,  oder  sie  sind  parallel. 
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§  42.     Gerade  Linien  und  Ebenen. 

1.  a)  Eine  Grerade  ist  einer  Ebene  parallel,  wenn 
sie   einer  in   der  Ebene  liegenden  Geraden  parallel  ist. 

b)  Ist  eine  Gerade  einer  Ebene  parallel,  so  schneidet 
jede  durch  die  Gerade  gelegte  Ebene  die  erste  Ebene 
in  einer  parallelen  Geraden. 

c)  Ist  eine  Gerade  einer  Ebene  parallel  und  zieht 
man  durch  einen  Punkt  der  Ebene  eine  Parallele  zu 
der  Geraden,  so  fällt  die  Parallele  ganz  in  die  Ebene 
hinein. 

2.  a)  Legt  man  durch  jede  von  zwei  Parallelen 
eine  Ebene,  welche  die  andere  schneidet,  so  ist  die 
Schnittlinie  der  beiden  Ebenen  den  beiden  Geraden 
parallel. 

b)  Sind  zwei  Geraden  einer  dritten  parallel,  so  sind 
sie  eüiander  selbst  parallel. 

3.  Werden  zwei  parallele  Ebenen  von  einer  dritten 
geschnitten,  so  sind  die  Schnittlinien  parallel. 

4.  Sind  die  Schenkel  zweier  Winkel  parallel,  so 
sind  auch  ihre  Ebenen  parallel. 

5.  Sind  die  Schenkel  zweier  Winkel  parallel  mid 
beide  Paare  gleichläufig  oder  beide  gegenläufig,  so  sind 
die  AVinkel  gleich;  ist  das  eine  Schenkelpaar  gleich-, 
das  andere  gegenläufig,  so  sind  die  Winkel  supplementär. 

Bürklen,  Formelsammlung.  6 
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6.  Sind  z^vei  Ebenen  einer  dritten  parallel,  so  sind 
sie  einander  selbst  parallel. 

7.  a)  Steht  eine  G-erade  zu  zwei  G^eraden  einer 
Ebene  senkrecht,  so  steht  sie  auf  allen  in  der  Ebene 
liegenden  Greraden  senkrecht,  d.  h.  sie  ist  senkrecht 
zur  Ebene. 

b)  Alle  Geraden,  welche  in  demselben  Punkte  zu 
einer  Geraden  senkrecht  sind,  liegen  in  einer  Ebene, 
die  senkrecht  ist  zu  der  Geraden. 

8.  Zu  einer  Ebene  läßt  sich  durch  einen  Punkt 
auf  oder  außerhalb  derselben  nur  ein  Lot  ziehen. 

9.  Zu  einer  Geraden  läßt  sich  durch  einen  auf 
oder  außerhalb  derselben  gelegenen  Punkt  nur  eine 
senkrechte  Ebene  legen. 

10.  a)  Jede  Ebene  durch  ein  Lot  zu  einer  Ebene 
ist  zu  dieser  Ebene  senkrecht. 

b)  Eine  Gerade,  welche  innerhalb  einer  von  zwei 
zueinander  senkrechten  Ebenen  senkrecht  zu  deren 
Schnittlinie   ist,   ist  auch   senkrecht  zur  andern  Ebene. 

c)  Eine  Gerade,  welche  senkrecht  zu  einer  von 
zwei  senkrechten  Ebenen  ist,  fällt  ganz  in  die  andere 
oder  ist  ilir  parallel. 

d)  Sind  zwei  sich  schneidende  Ebenen  senkrecht 
zu  einer  dritten,  so  ist  auch  ihre  Schnitthnie  senkrecht 
zur  dritten. 

11.  Ist  ein  Winkel,  dessen  einer  Schenkel  in  der 
Projektionsebene  liegt,  ein  R,  so  ist  auch  seine  Projektion 
ein  R;  umgekehrt  ist  die  Projektion  ein  R,  so  ist  der 
Winkel  selbst  ein  R. 

12.  a)  Stehen  zwei  Geraden  auf  derselben  Ebene 
Bankrecht,  so  sind  sie  parallel. 

b)  Ist  die  eine  von  zwei  parallelen  Geraden  senk- 
recht zu  einer  Ebene,  so  ist  es  auch  die  andere. 
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13.  a)  Stehen  zwei  Ebenen  auf  derselben  Geraden 
senkrecht,  so  sind  sie  i:)ara]lel. 

b)  Ist  die  eine  von  zwei  parallelen  Ebenen  zu  einer 
Geraden  senkrecht,  so  ist  es  auch  die  andere. 

14.  Das  Lot  von  einem  Punkt  auf  eine  Ebene  ist 
die  kürzeste  Strecke  zwischen  Punkt  und  Ebene  und 
umgekehrt. 

15.  Diejenigen  Strecken  zwischen  einer  Ebene  und 
einem  Punkt  außerhalb  derselben  sind  einander  gleich, 
deren  Endpunkte  von  der  Projektion  des  ersten  Punktes 
gleichweit  entfernt  sind,  und  umgekehrt. 

Die  gleichen  Strecken  machen  mit  der  Ebene  gleiche 
Winkel  und  umgekehrt. 

16.  Von  zwei  von  einem  Punkt  nach  einer  Ebene 
gezogenen  Strecken  ist  diejenige  die  kleinere,  deren 
Endpunkt  näher  bei  der  Projektion  jenes  Punktes  liegt, 
und  umgekehrt. 

Die  kleinere  der  Strecken  macht  mit  der  Ebene 
den  größeren  Winkel  und  umgekehrt. 

17.  Der  ^Neigungswinkel  einer  Geraden  gegen  eine 
Ebene  ist  kleiner  als  der  AVinkel  der  Geraden  mit 
irgend  einer  Geraden  in  der  Ebene. 

18.  Alle  parallelen  Strecken  zwischen  zwei  parallelen 
Ebenen  sind  gleich  und  machen  mit  derselben  Ebene 
gleiche  Winkel. 

19.  Die  kürzeste  Strecke  zwischen  zwei  Avind- 
schiefen  Geraden  ist  diejenige,  die  auf  beiden  Geraden 
senkrecht  steht. 

20.  Werden  zwei  parallele  Ebenen  von  einer  dritten 
geschnitten,  so  sind: 

a)  entsprechende  Keile  ] 

b)  innere  Wechselkeile   >  einander  gleich, 

c)  äußere  Wechselkeile  J 

6* 
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und    (1)  innere  Geerenkeile  1   ,    , 

e)  äußere  Gegenkeile  ^"'™Sen  zusammen 

o{          .    ,  ,     ^xT    1     n    -1  zwei  rechte  Keile, 

i)   gemischte   vVechselkeile  J 

Jeder  der  sechs  Sätze  ist  umkehrbar. 

§  43.     Kugel-,  Zylinder-,  Kegelfläche. 

A)    Lagebeziehungen. 

1.  Ein  Punkt  liegt  innerhalb,  auf,  außerhalb  einer 
Kugel,  eine  Gerade  und  ebenso  eine  Ebene  schneidet, 
berührt,   liegt  ganz   außerhalb  der  Kugel,   je   nachdem 

der  Mittelpunktsabstand  =r  ist.     (r  Halbmesser.) 

2.  Ein  Punkt  und  ebenso  eine  zur  Achse  parallele 
Gerade  liegt  innerhalb,  auf,  außerhalb  einer  Zj-linder- 
fläche,  eine  zur  Achse  nicht  parallele  Gerade  und  eine 
zur  Achse  parallele  Ebene  schneidet,  berührt  sie,  trifft 

sie  nicht,  je  nachdem  der  Abstand  von  der  Achse  ^  r 
ist.     (r  Grundkreishalbmesser.) 

3.  Eine  durch  die  Spitze  eines  Kegels  gehende 
Gerade  liegt  innerhalb,  auf,  außerhalb  einer  Kegelfläche, 
eine  durch  die  Spitze  gehende  Ebene  schneidet,  berührt 
sie,  trifft  sie  nicht,  je  nachdem  der  Winkel  der  Geraden 

oder    der    Ebene    mit    der    Achse   =    der    erzeugende 
Winkel  oc  ist. 

4.  Eine  Ebene,  welche  eine  Kugel  schneidet,  schneidet 
sie  in  einer  Kreislinie.  —  Eine  zur  Achse  parallele 
Schnittebene  einer  Zylinderfläche  schneidet  diese  in 
zwei  zur  Achse  parallelen  Mantellinien.  —  Eine  durch 
die  Spitze  eines  Kegels  gehende  Schnittebene  schneidet 
die  Kegelfläche  in  zwei  Mantellinien. 

5.  Eine  Berührungsebene  an  eine  Kugel  ist  (u.  a.) 
bestimmt   durch   zwei  Tangenten   im   Berührungspunkt, 
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eine  Berülirungsebene  an  eine  Zylinder-  und  ebenso 
an  eine  Kegelfläclie  ist  bestimmt  dm'cli  Berührungs- 
mantellinie und  Gruiidkreistangente. 

6.  Das  Lot  vom  Kugelmittelpunkt  auf  eine  Kugel- 
kreisebene,  Berührungsebene,  Sehne  der  Kugel  geht 
bzw.  durch  den  Kreismittelijunkt ,  Berühnmgsi^unkt, 
Halbierungspimkt  derselben. 

ümkehrungen. 

7.  Zwei  Kugeln  berühren  sich,  wenn  sie  einen 
Punkt  der  Zentrale  gemeinschaftlich  haben,  und  um- 
gekehrt. 

Die  Zentrale  zweier  sich  berührender  Kugeln  ist 
gleich  der  Summe  oder  gleich  der  Differenz  der  Halb- 
messer. 

8.  Ein  Punkt  der  Kugelfläche  ist  Pol  eines  Kugel- 
kreises, wenn  er  von  drei  Punkten  desselben  gleiche 
sphärische  Entfernungen  hat:  er  ist  Pol  eines  Groß- 
kreises, wenn  er  von  zwei  Punkten  desselben  sphärische 
Entfernungen  von  90^  hat. 

B)    Größenbeziehungen. 

9.  Der  Großkreisbogen  ist  die  kürzeste  Linie  zwischen 
zwei  Punkten  auf  der  Kugelfläche. 

10.  Ist  ein  sphärisches  Dreieck  Polardreieck  zu 
einem  zweiten,  so  ist  auch  das  zweite  Polardreieck 
zum  ersten. 

11.  Die  Bogengrade  der  Seiten  eines  sphärischen 
Dreiecks  ergänzen  die  Winkelgrade  der  entsprechenden 
Winkel  des  Polardreiecks  mid  die  Winkelgrade  des 
sphärischen  Dreiecks  ergänzen  die  Bogengrade  der 
entsprechenden  Seiten  des  Polardreiecks  zu   180*^. 

(Nr.  10  und  11  gelten  ebenso  für  Dreikant  und 
Polardreikant.) 
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12.  Zwei  sphärische  Dreiecke  gleicher  Kugehi  oder 
zwei  Dreikante  sind  entsprechend  gleich,  w^enn 

a)  zwei  Seiten  nnd  der  eingeschlossene  Winkel, 

b)  eine  Seite  mid  zwei  anliegende  Winkel, 

c)  die  drei  Seiten, 

d)  die  drei  Winkel, 

e)  zwei    Seiten    luid    der    Gegenwinkel    der    einen 
gleich  sind  nnd  der  Gegenwinkel  der  andern  in  beiden 

zugleich  ^  90  ^  ist, 

f)  zwei    AVinkel    mid     die    Gegenseite    des    einen 
gleich   sind   nnd   die  Gegenseite   des   andern  in  beiden 

zugleich  ^  90  ^  ist. 

13.  In  jedem  sphärischen  Dreieck  und  jedem  Dreikant 

a)  liegen  gleichen  Seiten  gleiche  Winkel  gegenüber 
und  umgekehrt, 

b)  liegt    dem    größeren   AVinkel    die    größere    Seite 
gegenüber  und  umgekehrt, 

c)  sind  zwei  Seiten  zusammen  größer  als  die  dritte, 

d)  sind    zwei    AVinkel    zusammen    kleiner    als    der 
mn  2  R  vermehrte  dritte, 

e)  ist,  wenn  die  Summe  zweier  Seiten  :^  180^,  auch 
die  Summe   der  Gegen^ikel  ^180^  und  umgekehrt. 

14.  Ein  sphärisches  Zweieck  verhält  sich  zur  Kugel- 
oberfläche yvie  sein  AVinkel  zu  4R;  oder 

sphärisches  Zweieck  =  2R-arcöc  . 

15.  Der  Inhalt  des  sphärischen  Dreiecks  verhält  sich 
zur  Kugeloberfläche  wie  der  sphärische  Exzeß  zu  8  R ;  oder 

sphärisches  Dreieck  =  R"-  Rrc(oc  -f  jö  +  7  —  2  R)  . 

16.  In  einem  sphärischen  Dreieck  liegt 

a)  die   Summe  der  AA^inkel  zwischen  2R  und  6R, 

b)  die  Summe  der  Seiten  zwischen  0  und  4R. 
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§  44.     Geometrische  Örter. 

1.  Eine  um  Punkt  A  mit  dem  Halbmesser  r  be- 
schriebene Kugel  ist  geometrischer  Ort 

a)  für  jeden  Punkt,  der  von  A  den  Abstand  r  hat, 

b)  für  jede  Gerade,  die  von  A  den  Abstand  r  hat, 

c)  für  jede  Ebene,   die  von  A  den  Abstand  r  hat, 

d)  für  den  Mittelpunkt  jeder  Kugel  vom  Halb- 
messer r,  die  durch  A  geht. 

2.  Eine  um  die  Gerade  L  als  Achse  mit  dem 
Grmidki'eishalbmesser  r  bescliriebene  Zylinderfläche  ist 
geometrischer  Ort 

a)  für  jeden  Punkt,  der  von  L  den  Abstand  r  hat, 

b)  für  jede  Gerade,  die  von  L  den  Abstand  r  hat, 

c)  für  jede  Ebene,   die  von  L   den  Abstand  r  hat, 

d)  für  den  Mittelpunkt  jeder  Kugel  vom  Halb- 
messer r,  die  L  berührt. 

3.  Eine  Kegelf  lache  mit  der  Achse  L,  der  Spitze  A 
imd  dem  erzeugenden  Winkel  oc  ist  geometrischer  Ort 

a)  für  jede  durch  A  gehende  Gerade,  welche  mit 
L  den  Winkel  oc  bildet, 

b)  für  jede  durch  A  gehende  Ebene,  welche  mit  L 
den  AVinkel  oc  bildet, 

c)  für  jede  durch  A  gehende  Ebene,  welche  mit 
einer  zu  L  senkrechten  Ebene  den  Winkel  R  —  ^  bildet. 

4.  Eine  zu  einer  Ebene  E  im  Abstand  r  auf  einer 
Seite  derselben  parallel  gelegte  Ebene  ist  geometri- 
scher Ort 

a)  für  jeden  Punkt  auf  dieser  Seite,  der  von  E 
den  Abstand  r  hat, 

b)  für  jede  parallele  Gerade  auf  dieser  Seite,  die 
von  E  den  Abstand  r  hat, 

c)  für  den  Mittelpunkt  jeder  Kugel  auf  dieser  Seite, 
die  E  berührt  und  den  Halbmesser  r  hat. 
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d)  für  die  Achse  jedes  Zylinders  auf  dieser  Seite, 
der  den  Grundkreislialbmesser  r  hat  und  E  berührt. 

5.  Die  Mittellotebene  zu  einer  Strecke  AB  ist 
geometrischer  Ort 

a)  für  jeden  Punkt,  der  von  A  und  B  gleiche  Ent- 
fernungen hat, 

b)  für  jede  Grerade,  die  von  A  und  B  gleiche  Ent- 
fernungen hat  und  mit  AB  einen  rechten  Winkel  bildet, 

c)  für  den  Mittelpunkt  jeder  Kugel,  die  durch  A 
imd  B  geht. 

6.  Die  Mittellotebene  zu  einem  Winkel  ABC  ist 
geometrischer  Ort 

a)  für  jeden  Punkt,  der  von  den  Schenkeln  gleichen 
Abstand  hat, 

b)  für  jede  durch  B  gehende  Oerade,  die  mit  den 
Schenkeln  gleiche  Winkel  bildet, 

c)  für  den  Mittelpunkt  jeder  Kugel,  welche  beide 
Schenkel  berührt. 

7.  Die  Halbierungsebene  eines  Keils  (MQ)  ist  geo- 
metrischer Ort 

a)  füi'  jeden  Punkt,  der  von  M  mid  Q  gleichen 
Abstand  hat, 

b)  für  den  Mittelpunkt  jeder  Kugel,  welche  M 
und  Q  berührt. 

8.  Das  Lot  zur  Ebene  emes  Dreiecks  ABC  im 
ümkreismittelpunkt  0   desselben   ist   geometrischer   Ort 

a)  für-  jeden  Punkt,  der  von  A,  B  luid  C  gleiche 
Abstände  hat, 

b)  für  den  Mittelpunkt  jeder  Kugel,  die  durch  A, 
B  und  C  geht. 

9.  Das  Lot  zur  Ebene  eines  Dreiecks  ABC  im 
Inkreismittelxmnkt  oder  einem  Ankreismittelpunkt  des- 
selben ist  geometrischer  Ort 
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a)  für  jeden  Punkt,  der  von  den  drei  Seiten  gleiche 
Entfernungen  hat, 

b)  für  den  Mittelpunkt  jeder  Kugel,  welche  die 
drei  Seiten  berührt. 

10.  Die  Schnittlinie  der  drei  Mittellotebenen  der 
Seiten  eines  Dreikants  ist  geometrischer  Ort 

a)  für  jeden  Punkt,  der  von  den  drei  Kanten  gleiche 
Abstände  hat, 

b)  für  den  Mittelpunkt  jeder  Kugel,  welche  die 
drei  Kanten  berührt.  Die  Schnittlinie  ist  Achse  des 
dem  Dreikant  umbeschriebenen  Kegels. 

11.  Die  Schnittlinie  der  Halbierungsebenen  der  drei 
Keile  eines  Dreikants  ist  geometrischer  Ort 

a)  für  jeden  Punkt,  der  von  den  drei  Seitenflächen 
gleichen  Abstand  hat, 

b)  für  den  Mittelpunkt  jeder  Kugel,  welche  die 
drei  Seitenflächen  berührt. 

Die  Schnittlinie  ist  Achse  des  dem  Dreikant  ein- 
beschriebenen Keg-els. 


§  45.   Sätze  über  Polyeder.    Formeln  für  Oberflächen, 
Rauminhalte. 

A)    Allgemeine  Sätze. 

1.  Eulers  Satz:  Bei  jedem  Yielflächner  ist  die 
Summe  der  Anzalil  der  Ecken  und  Flächen  um  2  größer 
als  die  Zalü  der  Kanten, 

E  +  F  =  K4-2  . 

2.  Die  Anzahl  der  Kanten  ist  halb  so  groß  als  die 
der  Winkel, 
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3.  Ein  Parallelsclmitt  einer  Pyramide  ist  ein 
der  Grundfläche  ähnliches  Vieleck  und  es  verhält  sich 
der  Inhalt  des  Parallelschnittes  zu  dem  der  Grnmdfläche 
wie  die  Quadrate  ihrer  Entfernmigen  oder  derjenigen 
entsprechender  Ecken  von  der  Spitze  der  Pyramide. 

4.  Satz  des  Cavalieri:  Haben  zwei  Körper  gleiche 
Höhe  und  gleiche  Grrundflächen  und  sind  alle  Parallel- 
schnitte,  die  in  denselben  Entfernungen  von  den  ent- 
sprechenden Grundflächen  gelegt  sind,  einander  gleich, 
so  sind  die  Körper  selbst  inhaltsgleich. 

5.  Ähnliche  Körper  verhalten  sich  der  Oberfläche 
nach  Avie  die  Quadrate,  dem  Inhalt  nach  wie  die  Kuben 
entsprechender  Längen. 

B)   Berechnungen. 

M  Mantel,  0  Oberfläche,  G  Grundfläche,  Q  Quer- 
schnitt, h  Höhe,  r  Grundkreishalbmesser,  R  Kugel- 
halbmesser, a,  b,  c  Kanten,  s  Mantellinie,  S  Mittel- 
schnitt, Y  Rauminhalt. 

6.  Quader:  0  =  2  (ab  +  b  c  +  ca)  ; 

A^=abc. 

7.  Prisma:  Y=G-h  =  Q.s. 

8.  Pyramide:      V^G  —  . 

ö 

9.  Zylinder:       M  =  2rjrh; 

0  =  2rji(h  +  r);       Y=r2jzh. 
Für  den  Hohlzylinder:    Y=  (r^  —  rf)  jih  . 
10.  Kegel:  M  =  r7i;s;     0  =  r7r(s-fr); 


s  =  ]/r2+h-^;     Y  =  — r2.^h. 
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11.  PyramidenrumiDf: 

12.  Kegelrumpf: 


v  =  |(a+yGa,  +  Gj. 


M  =  (r  -J- 1\)  TT  s  =  2  p  TT  h. 
(p  ^Mittellot  zur  Mantellinie  bis  zur  Achse); 

V=^(i-'  +  rr,+r?). 

13.  Prismatoid: 

V=^(G  +  Gi  +  4S). 

14.  Schiefabgesclinittenes   dreiseit.   Prisma: 


3 

4  RSjT 
15.  Kugel:  0  =  4R^t;      Y=-— —  ; 

o 

Kugelzone:    0  =  2Rjrh; 

V=^(3r2+3rf  +  h2); 

Kugelabschnitt: 

0  =  2R7rh  =  (r2-[-h2)7r; 
TT  h  jrh^ 

2 

Kugelausschnitt:  \=~W jih] 

o 

Kugelkeil:      ^=^^0— 5 

Ellipsoid:       Y=  — j^abc; 
^  3  ' 
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4 

Drehungsellipsoid:  — -jrab-(2a  Drehachse); 

^  1 

Drehungsparaboloid:    Y=  —  r'-Trh  ; 

Abgestumpftes  Drehungsparaboloid: 

(R,  r  Halbmesser  der  Endflächen,  h  Höhe); 
Wulst:  Y=2jr2Rr2;     0  =  47r2Rr 

(r  Halbmesser  des  gedrehten  Kreises,  R  Abstand  seines 
Mittelpimktes  von  der  Drehachse); 
Schief    abgeschnittener,    gerader    Kreis- 
zylinder: Y=^7rr^       9     "^  M=7rr(hi+h,) 
{\  kürzeste,  hg  längste  Mantellinie); 
Zylinderhuf:  Y= -^- [a(3r-^— a2)  +  3r2(b-r)9?]; 

ö  D 

M  =  ^'[{b-r)9.  +  a] 

(h  längste  Mantellinie,  2  a  Hufkante,  b  Länge  des  Lotes 

vom  Fußpunkt  von  h  auf  2  a,    2  cp  Länge   des  Bogens 

bezogen  auf  den  Halbm.   1). 

16.  Gruldins  Sätze,  a)  Die  Oberfläche  einer  Dreh- 
fläche ist  gleich  dem  Produkt  aus  der  Länge  der  er- 
zeugenden Linie  und  dem  Wege  des  Schwerpunktes 
derselben. 

Besteht  die  Erzeugende  1  aus  den  Teilen  Ij^ ,  10,13  . . . , 
deren  Schwerpunkte  die  Abstände  Sj ,  s.^ ,  Sg  ...  von  der 
Achse  haben,  während  der  Abstand  des  Gesamtschwer- 
punktes der  Erzeugenden  s  ist,  so  ist 

sl^S^li+Sglg-f  S3I3+  ... 
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b)  Der  Inhalt  eines  Drehkörpers  ist  gleich  dem 
Produkt  aus  dem  Inhalt  der  erzeugenden  Fläche  mid 
dem  Weg  des  Schwerpunktes  derselben. 

Zerlegt  man  die  erzeugende  Fläche  i  in  die  Teile  \j 
ig ,  is  ...  und  sind  die  Achsenabstände  der  Schwerpunkte 
der  ganzen  Fläche  und  der  Teile  s ,  s^ ,  Sg ,  Sg  . . . ,  so  ist 
si  =  Siii  +  S2i2  +  S3i3+  ... 

17.  Eegelmäßige  Körper.  E  Halbmesser  der 
umbeschiiebenen,  r  derjenige  der  einbeschriebenen  Kugel, 
a  Kante. 


Tetraeder: 

R  =  |y6; 

-,^1/6,. 

0=a2]/3  ; 

v^gy2. 

Würfel: 

R  =  fy3; 

a 

0  =  6  a2  ; 

V=a3. 

Oktaeder: 

B  =  |/^; 

a    /— 

0  =  2a2y3  ; 

Dodekaeder:  E  =  — (l -}-/5)  |/3  ; 


'W 


50  +  221/5 

— ^— -^  =  actg360cos36  0; 


0  =  3a-^)/5(5  +  2/5)  ; 

y=    "     "^  =  4F.r  (F  Seitenfläche) 

ö 

a^ 
=  — (l5  +  7/5)  =  5a3ctg2360cos360. 
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Ikosaeder: 

R^|F2(5+y5); 

a]/7^3y5       a     B+fö 
^~  2  r         6             4/3 

2  a  cos  236  0 

-    r^    ' 

0  =  5a2y3; 

T     20.F.r      5.^(3^^,^) 

^''^.os■^360. 

Ebene  Trigonometrie. 


I.  Goniometrie. 

§  46.     Funktionen  einfacher  Winkel. 

1.  Erklärung  der  Funktionell, 
a)  Am     rechtwinldigen     Dreieck     (a     Hypotenuse, 
b  und  c  Katheten). 


b)    Am   Koordinatensystem   (r  Fahrstralü,    x   und  y 
Abszisse  und  Ordinate). 
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Ebene  Trig-onometrie. 


sm  (X 


COSÖC  = 


tga 


ctg^ 


Der  sin  hat  das  Vorzeichen  der  Ordinate, 
der  cos  das  der  Abszisse,  tg  und  ctg  haben 
gleiches  Vorzeichen. 

c)  Vorzeichen  in  den  vier  Quadranten: 


sin 

cos 

tg 

ctg 

I. 

+ 

+ 

+ 

+ 

II. 

+ 

— 

— 

_ 

III. 

— 

— 

+ 

+ 

IV. 

__ 

+ 
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(X        ^±oc   [  2R  +  a  ,  3K  +  öt  !4nE  +  (X 


sm 


—  sin  (X  \    cos  (X    \  +  sin  (x  '  —  cos  oc  '  sin  (+  oc) 


cos 


ctg 


cos  oc       +  sin  öc    —  cos  oc  \  +  sin  ^  cos(+  ^) 


—  tgoc     H-  ctg  öc     +  tg  öc  I  +  ctg  ^  !  tg  (+  öc) 

—  ctga     +tg^     +ctgal  +tg^   |ctg(+a) 


3.  Grenzwerte  und  besondere  Werte: 


0« 
3600 

90«     1800 

2700 

450      300  1  600 

sin 

0 

1     1    0 

-1 

li^'  l  lli^ 

cos 

1     1    0       -10 

iMkfi   \ 

tg 

0                   +00     '             0              ;     +00 

1   '!#   ß 

ctg 

+  OÜ         0         ±oc        0 

i     if  '  lys 

4.  Znsammenhang  der  Funktionen: 


sin  "■  (X  +  cos  ^  (\ 


tg«  = 


1 

sin  (X 


cos  (X 

ctg« 

COS  (X 
Ctff  tX  =  ^ = 

1 

tg« 

tg  «  •  ctg  «  =  1 

ctg  2« 


sin''« 


Bürklen,  Formelsammlung. 


98 
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sin  (X       j      cos  (X      1       tg  (X 

ctg^ 

tg« 

1 

• 

yi  —  cos-öc 
1 

}l  +  tg^« 

yi+ctg2^ 

j 

1 

ctg« 

yi  — sin'^« 

yi+tg2^ 

yi+ctg2« 

1 

ctg« 

tg^  = 

sma        yi— cos^öc 
yi — sin^o:       cos«: 

ctg  (X  = 

yi-sin2^       cos«' 

1 

tg« 

sin«       'yi  —  cos^« 

h-stn^ 


CtffOC 


1. 


a) 


§  47.    Funktionen  zusammengesetzter  Winkel. 

sin  {(X  +  i^)  =  sin  (k  cos  ^^  +  cos  (\  sin  f? 
cos  («  +  .'J)  =  cos  (X  cos  i^  +  sin  «  sin  (9 
tg  «  +  tg  i^ 


ctg  (ö^  +  ß) 


1  +  tg  « tg  /? 

ctg  «  ctg  /?  +  1 
ctg  ;^  +  ctg  (X 


b) 
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sin  2  «  =  2  sin  (\  cos  «  ; 


sin«  =  2  sin  —  cos  — 


cos2a  =  cos^(%  —  sin''«:     cos«  =  cos''  — 


sin' 


c) 


tl) 


a) 


b) 


2tff  « 
»  1  —  tg^« 


2tg 


ctg  2« 


ctg^«  — 1 
2  ctg  «    ' 


2cos2a  =  1  +  cos  2«  ; 
2  sin^ «  =  1  —  cos  2  «  : 


Ig«  = 

1-tg^l 

ctg^|-l 

Ctga  = 

2  ctg* 

2cos^| 

=  14-  COS  fX 

tg«=l/[ 


2  sin^  —  =  1  —  cos  (X 

£1 


—  cos  2  (% 


sin  2  i\ 


cos  2  « 


+  cos  2  «       1  -j-  cos  2  <\  sin  2  «  - 

sin  3  «  =  3  sin  «  —  4  sin^  a 
cos  3  «  =  4  cos^«  —  3  cos  <x  . 

2.  Umformung  von  Summen  und  Differenzen. 
sm  «  -j-  sin  /3  =  2  sin  cos 

sin  (X  —  sin  /5  =  2  cos  — ^    sin  — ~- 

cos«  -[-  C0S/5  =  2  cos  — ^r~^  cos  — ~- 


2  sin  -^^  sin  ^^ 


cos«  —  COS;*?  = 

cos  «  -j-  sin  «  =  V2  •  sin  (45^  -[-  «) 
cos  «  —  sin  «  =  1'2  •  cos  (45^  -]-  «) 


1  +  tg« 


1  — tg« 

ctg  «4-1 

ctg  «  —  1 


=  tg(45M-«) 
==  ctg  (450  —  «)  . 


7* 
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c) 


Ebene  Trigonometrie. 

2 

ctg  (X-{-tg  CK  =  ~ — -— 

'^       '     ®  Sin  2  oc 

ctg  (x  —  tg(x  =  2  ctg  2  (X 


II.  Das  Dreieck  etc. 
§  48.     Formeln  über  das  schiefwinklige  Dreieck. 


2. 


3. 


^^^  +  A  +  Z 


sin  {ß-^y)  =  sin  (2  R  —  ^)  =  sin  ^ 

cos  {ß-i-y)  =  cos  (2  R  —  a)  =  —  cos  ^ 


sm 


cos 


sin   R 


7 


cos 


«-D 


cos 


sni 


9  V         y  /  2         . 

a :  b  :  c  =  sin  Ä  :  sin  ß  :  sin  y.     (Sinussatz.) 
a  sin  ^  =  b  sin  ^  =  h'' 
b  sin  7  =  c  sin  ^  =  h        (Höhenformel.) 
c  sin  ^  =  a  sin  /  =  h' . 

a  b  c 


sin  «  ~  sin  ß  ~  sin  y 
a  =  2  r  sin  a 
b  =  2rsin^ 
c  =  2r  sin  7  . 

a  =  b  cos  7  +  c  cos  yö 

b  =  c  cos  cc  +  a  cos  ;' 

c  =  a  cos  /ö  +  b  cos  oc  . 


=  2r 


(Sehnenformel.) 


(Projektionssatz.) 


Formeln  über  das  schiefwinklige  Dreieck. 
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a  +  b 


2 


a  —  b      ^    ö(.  —  ß 


(Nei^ersche 
Gleichungen.) 


(b  +  c)  sin  ^=  a  cos  ^-— ^^  /^r  11      •-.      , 

^     '     ^        2  2      (MoUweidesche 

(X  .     /5_y    Gleichungen.) 

(b  —  c)  cos—  =  a  sin  ' 


6.  Pythagoreischer  Lehrsatz  für  das  schiefwinklige  Dreieck : 
1.  a2  =  b2-f  c2  — 2bc.cos«. 

Folgerungen : 


2. 


i2^ 


(b  +  c)-^-4bccos2- 


(b-c)2  +  4bcsin2-^  . 


a  +  b  +  c  =  2s  a  — b  +  c=2(s  — b) 

a  +  b  +  c  =  2  (s  —  a)         a  +  b  —  c  =  2  (s  —  c)  . 
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3.    sin 
4. 


Ebene  Trisi'onometrie. 


H 


(s-b)(s-c)  , 
bc 


H 


cos  —  -= 


(s  -  a) 
bc 


sin  öc  =  7^^  ]' s  (s  —  a)  (s  —  b)  (s  —  c)  . 
0  c 


M/' 


(s  —  b)  (s  —  c)  ^ 

s  —  a 


s(s  — a) 
7.  Inhalt,  In-  und  Ankreishalbraesser. 

1.         2  J  —  a  b  sin  y  =  b  c  sin  öc  =  c  a  sin  ^5 

abc 


3. 


J  =  2  r-  sin  a  sin  ß^my  - 
J  -_  ys  (s  —  a)  (s  —  b)  (s  —  c) 


4r 


=  o  •  s  =  ^1  (s  —  a)  =  ^2  (s  —  b)  =  ^3  (s  —  c)  • 
4.  o  •  Pi  •  Oo  •  Oo  =  J- 


'1  •  i/2  '  i^3 


5.    < 


6. 


^  =  (s-a)tg|  =  (s-b)tg-|  =  (s-c)tg| 
^i=stg-;        ^2  =  stg^^-;       ^3  =  stg^. 


^  =  4  r  sin  -  sm  ^  sm  — 

ij         ^        iij 

.  oc       ß       y 

s  =  4  r  cos  —  cos  -^  cos— 

^  ^  a 


§  49.     Berechnungen. 

I.    Das  rechtwinklige  Dreieck, 
(a  Hypotenuse.) 
1.  Gegeben   a,  ß. 

b  =  a  sin  /5  ;       c  =  a  cos  ß  . 


Berechnimg-en.  103 

2.  Gegeben  h^  ß. 

a  =  -^— ;       c  =  bctg^. 
sm  ß  ' 

3.  Gegeben  a,  b. 
.     .      b 


sm 


,     c  =  acos^  =  bctg/5  ;     c=]/a2 


4.  Gegeben  b,  c. 

^      b  b  c  / 

tg^--;     a  =  -^--  = -;     a^/b^  +  c^ 

c  m\  ß      cos/if  ' 

2J  =  bc  =  ab  cos  /?  =  a  b  sin  y  =  'b-tg'y  . 

IL    Das  gleichschenklige  Dreieck. 

1.  Gegeben  b,  ß. 

a=2bcos/?;       h  =  bsiny5. 

2.  Gegeben  a,  oc. 

a  ,       a     ■ 

h=otg^. 


2cosy5'  2 

3.  Gegeben  a  nnd  b. 

cos^  =  ^;     h  =  bsin^  =  |tg^=l/b^-- 


2b 

a^ 


J  =  "b'^  sin  oc 


jtg/?. 


IIL    Das  regelmäßige  Vieleck. 
1.  Gegeben  a. 

a     .    1800 


'      2'-""    n 

a    ^    180Ö 
^=2Ctg    ^     ; 

J^ 

na2        1800 

=  -— ctg 

4             n 
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2.  Gegeben  r. 
„      .    1800  ^ 

7 


r  sm 


1800 


p  =  r  cos 


,      111-2        3600 
J  =    _    sin 


3.  Ges'eben  o. 


1800                          1800 
r  -=  ^  :  cos ;      a  =  2  ^  tg 


J  =  no--^ 


1800 
n 


IV.  Segment. 


Sektor  = 


Y-7t(X 


0  v2 


3600 


arc  ^ 


r-    . 

A  =  -^  sm  ^ 


Segment  =  -  I  ^^^  —  sin  ocj=-  (arc  oc  —  sm  oc)  . 


V.   Das  schiefwinklige  Dreieck. 

1.  Gegeben  a,  ß^  y. 

..      .\        X  ,       a  sin  ß  a  sin  v 

öc  =  1800  — (^  +  7)  ;       b=-;;T^— ^;       c  =  -^^ 

2.  Gegeben  b,  c,  (x. 


ß+r 


=  E 


ß  —  y      b  —  c      y^  +  r 

tff = tg  ^— ^ 

^     2  b  +  c  ^      2 

.      /g  +  7   I  ^-7 
2  2 

^  9  9 


sm  ^ 
oder : 


sm^ 


tgß-= 


b  sin  (X 


c  —  b  cos  öc 
b  sin  öc      c  —  b  cos  oc 


sin  ^  cos  ß 


a  = 


bsinöc 
siny^ 


(=yb2  +  c2— 2bc.cos^) 


Berechnuno'en. 
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3.  Gegeben  a,  b,  c. 

1.  J  =  ]/s  (s  —  a)  (s  —  b)  (s  —  c) 

2.  ,  =  i. 


(2  s  =  a  +  b  -I-  c) 


B       *-^ 


^2      s-a^      ^2      s-b'       "^  2      s-c 
Proben : 

1.  (s-a)  +  (s-b)  +  (s-c)  =  s. 

2.  s.tg|.tg|.tg|  =  ^. 


3. 


^1  +  ^  =  900. 


2   '    2   '    2 
4.  Gegeben  a,  b,  /? 
a)  b  >  a  . 

1. 


a  sin  j^ 
sm  <x  =  — r— -  :       <:x  <  90^  . 


b       ' 

2.  j;  =  1800-(a  +  /i). 
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b  siii  V      a  sin  y 
3.  c 


sin  ß        sin  (x 

b)  b  <  a ;  sm  cc  =  — — -^  ; 

hierbei    cc    und    180^— (%    brauchbar,    daher    2   AVerte 
für  c: 

q  =  a  cos  /^  +  b  cos  cc  ;       C2  =  a  cos  ^  —  b  cos  (X  . 


Sphärische  Trigonometrie. 

§  50.     Das  rechtwinklige  sphärische  Dreieck. 

L  Formeln  (a  Hypotenuse). 
1.  cosa  =  cosb  cosc  . 


2. 

cos  a  =  ctg  ß  ctg  y  . 

3. 

cos^^sin^cosb  ; 

cos  7  =  sin  ^  cos  c  . 

4. 

.    ^      sin  b 
sin^  =  ~—  ; 
sm  a 

sin  c 
sm  y  =  -. —  . 
sm  a 

5. 

"'"-S^ 

tgb 

cos  y  = . 

^      tga 

6. 

w=£^ 

tgc 
^^^~sinb* 

7.  Nepers  Kegel.  Der 
cos  irgend  eines  der  wie  neben- 
stehend angeschriebenen  Stücke 
ist  gleich  dem  Produkt  der  sin 
der  getrennten  und  gleich  dem 
Produkt  der  ctg  der  anliegenden 
Stücke. 

Hierdurch  können  die  For- 
meln 1  —  6  mechanisch  ab- 
geleitet werden. 

IL  Berechnung  des  rechtw^inkligen  Dreiecks. 

1.  Gegeben  a,  b. 

cosa  ^      tffb  tgc 

cosc  = -;        tg^  =  -^;         i^y  =  -^^. 

cos  b  ^      sm  c  sm  b 

OfTMt 
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2.  Gegeben  b,  c. 

t""  b  tsr  c 

cos  a  =  cos  b  cos  c  ;     ig  ß  =  -~ —  :  tg  r  =  ^— -  . 

sm  c '  sinb 

3.  Gegeben  a,  ^. 

ctgy  =  cosatg/^  . 
tg  c  =  tg  a  cos  ^  ;        tg  b  =  tg  a  cos  7  . 

4.  Gegeben  b,  ^. 

sin  a  =  -. — ~   (zwei  Werte  für  a)  . 

ctg  7  =  cos  a  tg  ß  ]       tg  c  =  tg  a  cos  ß  . 

5.  Gegeben  h,  y. 

tgb 
tga  = :     tgc  =  sinbtg7:     coSi^=cosbsin7  . 

cos  y 

6.  Gegeben  ß^  y. 

,       cos  ^  cos  y 

cos a  ^  ctg ö  ctgr  :     cos  b  =  - — - ;     cos  c  =  — — -  . 
^  sni  y  sm  ß 

Determ.  Sind  ß  und  y  gleichartig,  so  muß 
y5  +  7>  90 0  und  <270<^  sein;  sind  ß  und  7  un- 
gleichartig, so  muß  ß  —  y  oder  7  — /^<90^  sein 
(s.  43,  13c,  d). 

§  51.     Das  schiefwinklige  Dreieck. 

A)  Formeln. 

icosa  =  cos  b  cos  c-j-  sinb  sine  cos  <x      a,  b,  c,  a; 
cos  b  =  cos  c  cos  a  +  sin  c  sin  a  cos  ß  . 

cos  c  =  cos  a  cos  b  +  sin  a  sin  b  cos  y    ^o^mussatz. 
sin  a  :  sin  b  :  sin  c  =  sin  «  :  sin  ß  :  sin  7  ; 
sin  a  sin /^  =  sin  b  sin  ö«(  =  h''  a,  b,  öc, /^; 

sin  b  sin  r  =^  sin  c  sin  3  =  h  o  •  ^ 

.  .         .    '       ,  ,  Smussatz. 

sin  c  sin  (X  =  sin  a  sin  y  =  h' 


II. 


Das  schiefwinklisfe  Dreieck. 
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III. 


IV. 


Y. 


VI. 


sinacosy5  =  cosbsmc— sinbcosccosöc ;  a,  b,  c,  öv:,  ^; 
sin  a  cos  y  =  cos  c  sin  b  —  sin  c  cos  b  cos  oc ; 
sinbcos^  =coscsina— sinccosacos^  ; 
sinbcosa  =  cosasinc  — sinacosccosy^  ; 
sinccosöK:  =  cosasinb— sinacosbcos^  ; 
sin  c  cos  ß  =  cos  b  sin  a — sin  b  cos  a  cos  y  . 

sin  y  sin  — ^  =  sin  ^  cos  ^-— ~ ;  a,  b  +  c,  ß±y) 

.     Ä         b  +  c  a         ^+7 

sm  —  cos  ^^^  =  cos  -^  cos  — ,^—  Delambresche 


2 

öi^     .    b  —  c 
cos- sin ^- 

(X         b  —  c 
cos  ~  cos  — - — 


,    b  +  c         .     a 

tS-2-=    tg- 


bzw. 


2  2 

.     a     .    /?  — 7 

sin  -  sin    ^-       Qanßsche 

cos%in^^    ^l^i^^^^g^^- 


,5  — y 
cos'- 


cos' 


tg-^ 


sm'^ — r^^ 

^2  *    .    ß-\-y 


a,  b  +  c,  ß-^y,  ß-y 
a,  yö  +  7,  b  +  c,  b  — c 


sin 


2 

b  — c 


tg' 


ctg 


2  b  +  c 

cos— ^ — 

.   b  — c 
sin — - 

«  2 


Nepersche 
Gleichungen. 


2       .    b^-c 
sin-^- 


^ 


sm 


1 


a+b+c=2s 
sin  (s  —  b)  sin  (s  —  c) 
sin  b  sin  c 


^,  a,  b,  c  . 


110 


Sphärische  Trigonometrie. 


Yll. 


Till. 


IX. 


Ib) 


Illb) 


(X      1  /SUIS  •  sin  (s  —  a) 


sin  b  sin  c 


S  =  ]  sin  s  •  sin  (s  —  a)  sin  (s  —  b)  sin  (s  —  c) 

a,  a,  b,  c  . 


.H' 


sin  b  sin  c 

(S  Eckensinns.) 

^sin  (s  —  a)  sin  (s  —  b)  sin  (s  —  c) 


sin  s 


ctg  ^ 


(X  sin  (s  —  a) 


(X-\-^ 


k 

7  —  180" 


a,  a,  b,  c. 
(sph.  Exzeß) 


.     f       1/'      s,    s  —  a, 
tg-=[  tg^-tg^^t^ 


s  — b 
2 


,       .(X  8 


^    s  —  b^    s  —  c 


r     tg-tg— - 

(L'Hiiiliersclie  Gleichung.) 

Polarformeln. 
Gosoc^  —  cos /5 COS 7 -[-sin /5  sin 7  COS a;  a,  a:,/^,^. 
cos  ^  =  —  COS  y  cos^  -f  sin  y  sin  oc  cos  b 
cos  y  =  —  cos  (X  cos  ^ + sin  oc  sin  /^  cos  c  . 
sinöccosb  =  cos^sinj/ -}-siny^cos}^cosa  ;    a,  b, 
sin{%cosc  =  cosj'sin/5-|-sin7COSy5cosa    a,  ß,  y. 
sin^  cos  c = cos  y  sinoc  +  sin  y  cosa  cos  b 
sin  ß  cos  a  =  cos  o:  sin  y  -f-  sin  {%  cos  y  cos  b 
sin  y  cos  a  =  cosa  sin  ß  -f-  sin  öc  cos  ß  cos  c 
sin}^  cosb  =  cos/^sinÄ-l-sin/5cosa:cosc  . 


VII  b) 


Das  schiefwinklige  Dreieck. 
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sin  a 


['' —  cos  <J  cos  {o  —  a)  cos  {ö  —  ß)  cos  {o — y) : 

2  ^ . 

sin  ß  sin  y  ' 


sin  b  =^ 


2^ 
sin  y  sin  cic 


sin  c 


2  s 


sin  (\  sin  .^  ' 


Ylllb) 


, , 1  /  cos  {a  —  «)  cos  {a  —  ^)  cos  (<>  —  7)  . 

I  —  cos  Ü  ' 

a  _  cos  (<J  —  (x) 


tgT 


cos  (o  —  ß) 


tgi 


c  _  cos  {(J  —  y) 


IXb) 


2  k'  '=  2  k' 

d  =  360ö  — (a  +  b  +  c)  (sphär.  Defekt); 


)/-tg(45«  +  |-]t?(45*>-- 


tg:45°- 


Itg  450- 


tg 


1 


^tg"-^ 


ö         (7  — 

TO'  —  ro" 

•^ö    9    ^&         9 


X.  Sphärischer  ümkreishalbmesser  E. 

isina       sinb       sine  a         b         c 

-. —  =  ^-^  =  — —  =  2  tg R  cos  -  cos—  cos  — 
suiöc       sm  p      smy  2         2         2 

ctgR  =  k'  (s.  YIII). 
XL  Sphärischer  Inkreishalbmesser  q. 

tg^  =  k  (s.  YIII). 
XII.  Inhalt  des  sphär.  Dreiecks  s.  §  4815. 

B)   Bereclmnngen. 
1.  Gegeben  a,  b,  c. 

1.   a-[-b  +  c  =  2s,     s  — a=...,    .s  — b=...,     s  — c=. 
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2.  k  ans   VIII. 


ctg 


öc       sin  (s  —  a)  ß       sin  (s  —  b) 


etg^ 


ctg 


y       sin  (s  —  c) 


Proben :      1.  (s  —  a)  +  (s  —  b)  +  (s  —  c)  =  s  . 

1 
2     "  °  2     ■  °  2        k 


2.  Gegeben  a,  ß^  y. 

1.  2a  =  a  +  i^+7;     0—^  =  ...,    o—ß  =  ...^    o~y^.. 

2.  k'  ans  YHIb). 

a  COS(ö—  a)  ^T-i-rxi   X 

3.  tg  ^  =  ^j ^  ,        nsw.  s.  YHIb). 

Proben :      1.  (o  —  (x)-\-{o  —  ß)-^  {o —- y)^ o  . 


1. 


cos  o 

3.  Gegeben  b,  c,  oc. 

oc        b  — c 
cos  --  cos  — r — 

ß-hy  2  2 


•tg-^-tg^  .tg^=- 


tg' 


^ 


sm  — cos     ^ 


b  +  c       N 


3. 


öc    .    b  —  c 

ß^y  eO^Y^^'-T-  Z 

^^2  .    öc    .    b+c      N 

sm  —  sm  — - — 

.     ß+7.ß-Y 


(s.  V.). 


(s.  V.)- 


4. 


Das  schiefwinklige  Dreieck, 
a  Z         «^         N 


cos  — 


sm 


ß-^y    ...ß 
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(s.  IV.),  oder 


cos 


Z' 


N' 


sin 


•  ß~7        ß-y' 

?in'^^^  cos^--^ 


1. 


Ist  nur  a  verlangt,  dann  dies  aus  I. 
4.  Gegeben  ^,  7,  a. 

•  ^      ß  —  y 

COS-  cos^ ^ 

9  9 


tg 


■  a  •  ß~y      " 

sm— sni^ - 

b  — c  2  2  Z' 


cos-  sm 

b  4-  c      b  —  c 


2  2 

b  -f  c      b  —  c 


4. 


.    (X 
sm  ^ 


.    b  +  c 
sm  — - — 


oder 


N 


(X 

cos-  = 


cos- 


N'- 


b  +  c 


(s.  JA".),  oder 


b-c 


sm 


cos 


2  2 

Ist  nur  (X  verlangt,  dann  dieses  aus  Ib. 

B  ü  r  k  1  e  n ,  Formelsammlung. 
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5.  Gregeben  a,  b,  ix . 

sin  b  sin  (x 

1.  ^mß  = , . 

sma 

(X-^ß 

cos — —^ 
c  a  +  b  2 

2.  tg-  =  tg-^ oder 

cos— ^-^ 

.    oc-^ß 

sni 

a-b  2  .    ^,^ 

sin— ^ 

a  — b 

cos— — 
.    a  —  b 


.-ß        ""-^ 


.    a  +  b 
sm — - — 


Determination.  Für  ß  ergeben  sich  aus  1.  im 
allgemeinen  zwei  AVerte.  Bei  der  Bestimmung  ist  zu 
berücksichtigen,  daß 

wenn    a  =  b  ,       dann     (X=^ß  ^ 

und     a  +  b::^1800,       dann     a  +  /^:^180<> 

(s.  §  43,   13  b  und  e). 

G.  Gegeben  a,  ß^  a. 

sin  a  sin  ß 
1.  smb  =  ^ -. 

sni  (X 
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2.  tg|  =  s.5,3. 

3.  tg-  =  s.5,2. 

Determination  s.  ebenfalls  vorige  Aufgabe. 

Anmerkung.  Die  Aufgaben  2,  4,  6  sind  die 
Polarfälle  zu  den  Aufgaben  1,  3,  5;  ihre  Lösung  kann 
daher  durch  Übergang  auf  das  Polardreieck  auf  die 
Lösung   der  Aufgaben    1,    3,    5    zurückgeführt  werden. 


Mathematische  Geographie. 

I.  Beobachtungsmittel. 
§  52.    Koordinatensysteme. 

A)  Zenitliiiie,  Horizont. 

1.  Zenitlinie  =  Yertikallinie  durch  den  Be- 
obachtungsort; ihre  Schnittpunkte  mit  der  Himnielskugel 
heißen    Zenit   (Scheitelpunkt)    und  Nadir   (Fußpunkt). 

2.  Horizont  (wahrer  Horizont),  die  durch  den 
Erdmittelpunkt  senkrecht  zur  Zenitlinie  gelegte  Ebene; 
scheinbarer  Horizo4it  =  Berührungsebene  an  die  Erd- 
kugel im  Beobachtungsort;  scheinbarer  Horizont  parallel 
dem  wahren.  —  Horizontalkreise  senkrecht  zur  Zenitlinie. 

3.  Ost-  und  AVestpunkt,  Schnittpunkte  des 
Horizonts  mit  dem  Himmelsäquator  (s.  B);  Süd-  und 
Nordpunkt  je  um  90^  vom  Ost-  und  Westpunkt  ab- 
stehend, Mittagslinie  verbindet  diese  beiden. 

4.  Vertikalkreise  (Höhenkreise),  Schnittkreise 
der  durch  die  Zenitlinie  gelegten  Ebenen  mit  der 
Himmelskugel,  sie  sind  senkrecht  zum  Horizont;  erster 
Vertikal  geht  durch  Ost-  und  AYestpunkt. 

B)  Weltachse,  Äquator. 

5.  Weltachse,  verlängerte  Erdachse,  Drehungs- 
achse der  Himmelskugel;  Weltpole  (Nordpol,  Südpol) 
Schnittpunkte  der  Weltachse  mit  der  Himmelskugel. 

6.  Äquatorebene  durch  den  Erdmittelpunkt  senk- 
recht zur  Weltachse. 
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7.  Meridiane  oder  Deklinationskreise, 
Großkreise  durch  die  Weltpole,  senkrecht  zum  Äquator; 
Hauptmeridian  durch  Zenit,  durch  Süd-  und  Nordpunkt. 

8.  Polhöhe  =  Neigungswinkel  der  Weltachse  gegen 
den  Horizont.  Äquatorhöhe  =  Neigungswinkel  der 
Äquatorebene  gegen  den  Horizont. 

Polhöhe  =  geographische  Breite. 

Die  Polhöhe  hp  wird  bestimmt  durch  Beobachtung 
der  Äquatorhöhe  ha  zur  Äquinoktialzeit,  hp  =  90*^— ha 
oder  als  arithmetisches  Mittel  aus  oberer  imd  unterer 
Kulminationshöhe  eines  Zirkumpolarsternes.  —  Aus  der 
Polhöhe  erhält  man  die  geographische  Breite. 

9.  Sichtbare  Sterne  für  einen  Ort  von  der  geo- 
graphischen Breite  cp  sind  diejenigen,  deren  Abstand  vom 
sichtbaren  Pol  <180^  —  9?,  vom  unsichtbaren  >99  ist. 

10.  Zirkumpolarsterne,  Abstand  vom  sicht- 
baren Pol   <  (p  . 

C)   Ekliptik,  Achse  der  Ekliptik. 

11.  Ekliptik  =  scheinbare  jährliche  Bahn  der 
Sonne,  Ebene  der  Erdbahn. 

12.  Schiefe  der  Ekliptik  =  Neigung  der  Ekliptik 
gegen  den  Äquator;  sie  ist  veränderlich,  für  den  An- 
fang des  Jahres   1904  23»  27'  6''. 

13.  Achse  der  Ekliptik  =  Lot  im  Erdmittelpunkt  auf 
der  Ekliptik;  Endpunkte  dieser  Achse  Pole  der  Ekliptik. 

14.  Tag-  und  Nachtgleichepunkte  =  Schnitt- 
punkte der  Ekliptik  mit  dem  Äquator,  Frühlings- 
äquinoktium (Frühlings-  oder  AVidderpunkt  T)  und 
Herbstäquinoktium;  Sonnenwendepunkte  oder  S öl- 
st itien  stehen  von  den  vorigen  je  mn  90^  ab. 

15.  Breitenkreise,  Großkreise  durch  die  Ekliptik- 
pole, 1_  zur  Sonnenbahn. 
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§  53.    Lagebestimmung. 

1.  System  A.  —  Grundkreise :  Hauptmeridian  und 
Horizont, 

Höhe  h  gezählt  auf  dem  Yertikalkreise  vom  Horizont 
aus,  0^ — 90^  nördl.  oder  südl. 

Azimut  a  (A)  gezählt  auf  dem  Horizont  vom  Süd- 
punkt aus  über  W,  N,  0  von  00  —  360^.  Ermittlung 
dieser  Koordinaten  durch  den  Theodolit,  Höhe  aucli 
durch  den  Sextanten  und  annähernd  durch  Schatten- 
länge (tgh  =  — j  . 

2.  System  B. 

a)  Deklination  (5,  nördlich  (-{-)  oder  südlich  (  — ), 
sphärischer  Abstand  des  Sterns  vom  Äquator;  Pol- 
distanz 900  — ^  . 

Stund enwinkel  t  =  Äquatorialbogen  zwischen 
Meridian  des  Beobachtungsortes  und  Meridian  des  Sterns, 
gezählt  von  dem  ersteren  aus  von  0^  ^ —  360^  über  W  und  N 
(wie  das  Azimut) ;  statt  Gradzälilung  auch  Stundenzählung 
(15^=  1  St.)  ringsherum  0  —  24^,  oder  nach  beiden  Seiten. 

Messung  durch  Äquatoreal. 

b)  Deklination  ^,  wie  in  a,  und 
Rektaszension  oc  (A.  R.), 

gezählt  im  Äquator  vom  Früh- 
lingspunkt (T)  aus,  entgegen- 
gesetzt demSinn  der  täglichen  Be- 
wegung der  Sonne  von  U^ —  360^. 
Sternzeit  ß  =  Stunden- 
winkel des  Frühlingspunktes, 
z.  B.  1^  Sternzeit,  wenn  Stunden- 
winkel des  Frühlingspunktes 
15«.  e  —  t  =  (x. 
Messung  mit  Passage-Instrument  und  Uhr  nach  Stern  zeit. 
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3.  System  C. 

Breite  ß  nördlicher  oder  südlicher  Abstand  des 
Sterns  von  der  Ekliptik,  gezählt  von  der  Ekliptik  aus. 

Länge  2,  Bogen  der  Ekliptik  zwischen  Frühlings- 
punkt und  Breitenkreis,  gezählt  vom  Frühlingspunkt 
aus  im  Sinn  von  öc,  von  0^ — 360^. 

4.  Sternbilder. 

Die  zwölf  Sternbilder  des  Tierkreises  sind: 


Widder 

'( 

Löwe 

Q 

Schütze 

y^ 

Stier 

H 

Jimgfrau 

Tip 

Steinbock 

"Z 

ZAvillinge 

n 

Wage 

Sl 

Wassermann 

AM 

Ki'ebs 

G 

Skorpion 

m 

Fische 

X 

§  54.     Die  Zeit. 

1.  Sterntag  ä  24  Sternstunden  =  Zeit  zwischen 
zwei  oberen  Kulminationen  eines  Sterns,  =  Zeit  einer 
vollständigen  Umdrehung  der  Erde.  0^  Sternzeit,  wenn 
der  Frühlingspunkt  im  Meridian;  Dauer  eines  Stern- 
tags 23,935^  =  23^  56°^  4«  m.  Z. 

2.  Mittlerer  Sonnentag  =  bürgerlicher  Tag, 
=  Zeit  zwischen  zwei  Kulminationen  der  gedachten, 
im  Äquator  mit  gleichförmiger  Geschwindigkeit  laufenden 
Sonne. 

3.  Zeitgleichung  =  Differenz  zwischen  wahrer 
und  mittlerer  Zeit. 

4.  Tropisches  Jahr  =  scheinbare  ümlaufszeit  der 
Sonne,  von  Y  Punkt  zu  7  Punkt  =  365,2422  m.  T. 
=  365  T.  5^  48«^  46«  m.  Z.  =  366,2422  Sterntage. 

5.  Siderisches  Jahr  =  wirkliche  ümlaufszeit  der 
Erde  von  Fixstern  zu  Fixstern  =  365,2564  mittl.  Tage 
=  365  T.    6^    9"^    11«    m.  Z.  =   366,2564  Sterntage. 

6.  Sid  eri  seh  er  Monat  ==•  Umlauf  von  Fixstern  zu 
Fixstern  =  27,32  Tg. 
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7.  Synodischer  Monat  =  Zeit  von  Nenmond  zu 
Neumond  (d.  h.  von  Sonne  zu  Sonne)  29,53  Tg. 

8.  Astronomische  Jahreszeiten. 

Beginn  des  Frühlings  am  21.  März,  Sonne  im  Äquator, 
im  Y  Punkt,  Tag-  und  Nachtgleiche. 

Beginn  des  Sommers  am  21.  Juni,  Sonne  im  Wendekreis 
des  Krebses,  längster  Tag  (Sommersolstitium). 

Beginn  des  Herbstes  am  23.  September,  Sonne  im 
Äquator,  Tag-  und  Nachtgleiche. 

Beginn  des  AVinters  am  22.  Dezember.  Sonne  im  Wende- 
kreis des  Steinbocks,  kürzester  Tag  (Win tersolstitium). 


11.   Das  Sonnensystem. 
§  55.     Die  Erde. 

A)    Gründe   für   die   Kugelgestalt. 

1.  Erscheinungen  infolge  der  Orts  Veränderungen  auf 
einem  Meridian  oder  einem  Parallelkreis. 

2.  Schattenform  bei  Mondfinsternissen  und   die  Ge- 
stalt der  andern  Himmelskörper. 

3.  Depression  des  Horizontes. 

4.  ümschiffungen  der  Erde  in   verschiedenen  Rich- 
tungen. 

5.  Ergebnisse  der  Gradmessungen. 

B)    Gründe   für  die  Rotation. 

1.  Ablenkung  der  Luftströmungen. 

2.  Östliche  Abweichung  fallender  Körper. 

3.  Foucaultscher  Pendelversuch. 

4.  Rotation  anderer  »Weltkörper. 

5.  Abplattimg  der  Erde  (^'^^o  bis   ^  sqo)- 


Planeten,  Sonne  und  Mond. 
§  56.     Planeten,  Sonne  und  Mond. 
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l 


Anzahl 
der 
Tra- 
banten 

i 

1                 ^              CN     i        1       i    lO        Oi        -^        r-H 

ünilaufszeit 
88  T. 

5~~  j    ;r-    '  CO 

CM    !       CO        :  |_J 

CN     j       CO        !  ^^ 

1 

CO 

r-(         CO 
CO     .    r-H 

00    '  CO 

'—1   ' 

Rotations- 
dauer 

1  H 

§8 

1 

CM        !  -^ 

ö 

o 

c  1    i  ^' 

(M 

CM 

co^ 

1 

o 

0,81 
0,105 

1 

i  '"' 

!co 

1 

CO 

14,4 

16,7 

326800 

0,012 

Dichte 
1,173 

0,807 
1**) 
0,711 

(M 

CO 

o" 

lO    1  O    '  CO 

ci  :  o    lo 

T-l    j  CO    i   CM 
O    i  cO:  O 

Mittlere 
Entfernung 

von 
der  Sonne 

0,39 

CM 

.—.         (M 

^         i  ^ 

co^ 

1 

GS! 

cm"" 

O 
CM 

05 

;= 
S 

1 

Äqua- 
torial- 
halb- 
messer 

CO 

OS 

o" 

1     {  = 

6378,3  km) 
0,53 

T-H 

9,299 
4,234~ 
"3,798 

CO 

8 

CO 

o 

1 

1 

1 

j 
i 

1  Is 

ö 

na 

i 

1 

C/2 

<0 

1 

i 

03 

1 

1 
1^ 

*)  148,7  Millionen  km  =  20  Millionen  Meilen. 
'^*)  Auf  Wasser  =  1  bezogen  ist  die  Dichte  der  Erde  5,5. 
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§  57.    Weltsysteme. 

1.  Ptolemäisches  System.  Die  Erde  ist  Mittel- 
punkt des  "Weltalls,  um  sie  bewegen  sich  Mond,  Merkur, 
Venus,  Sonne,  Mars,  Jupiter,  Saturn.  Unregelmäßigkeiten 
in  der  Bewegung  werden  durch  Epizykeln  erklärt. 

2.  Kopernikanisches  System.  Die  Sonne  steht 
still,  um  sie  bewegen  sich  Merkur,  Venus,  Erde,  Mars, 
Jupiter,  Saturn  in  Ivreisförmigen,  exzentrischen  Bahnen. 

3.  Keplers  G-esetze. 

1.  Die  Bahnen  der  Planeten  sind  EUipsen,  in 
deren  einem  Brennpunkt  die  Sonne  steht. 

2.  Der  Planet  bewegt  sich  so,   daß   der  Leit- 
strahl in  gleichen  Zeiten  gleiche  Flächen  beschreibt. 

3.  Die  Quadrate   der  Umlauf szeiten  verhalten 
sich  wie  die  dritten  Potenzen  der  großen  Achsen. 

§  58.    Berechnungsaufgaben. 

1.  Flächeninhalt  J  einer  Zone  zwischen  den 
geograpliischen  Breiten  99^  imd  992*. 

J  =  2  r  TT  h  =  2  r  jr  (r  sin  99^  —  r  sin  cp^) 

der    Teil    dieser    Zone,    der    von    den    Meridianen    zur 
Länge  X-^  und  l^  begrenzt  wird,  ist 

(Berechnung  des  Inhalts  von  Kartenblättern.) 

2.  Kimm  und  Kimmtiefe.  —  Kimm  =  Kreis, 
welcher  den  scheinbaren  Horizont  begrenzt  (Halbmesser 
a  =  Sehne  =  Bogen);  Kiimntiefe  {oc")  =  Winkel  zwischen 
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dem  Sehstralil  nach   der  Kimm   und    der  Horizontalen, 
Höhe  des  BeobachtungS2)unktes  h. 

n  )     V 

hierbei  ist  von  der  Strahlenbrechung,  welche  a  vergrößert 
und  (X  verkleinert,  abgesehen. 

3.  Beziehungen  zwischen  den  Koordinaten 
der  Systeme  A  und  B  (s.  §  51).  In  dem  Dreieck 
Zenit  -  Pol  -  Stern  sind  die  Seiten  ZP  =  900  — ^, 
ZS=900-h,  PS=900-^;  die  ZS  und  PS  gegen- 
überliegenden Winkel  sind  t  (bzw.  360^  — t)  und 
180^  — a.    Aus  den  Formeln  I — III  des  §  51  folgt,  wenn 

1.  a  und  h  gegeben,  t  und  b  gesucht  {cp  ist 
als  bekannt  vorausgesetzt): 

r  sin  (3  =  sin  h  sin  9?  —  cos  h  cos  99  cos  a 

<    cos  6  sin  t  =  cos  h  sin  a 

\  (cos  ^  cos  t  =  sin  h.  cos  99  -f  cos  h  sin  (p  cos  a)  . 

2.  t  und  b  gegeben,  gesucht  a  und  h. 

{sin  h  =  sin  b  sin  99  -f  cos  b  cos  99  cos  t 
cos  h  sin  a  =  cos  b  sin  t 
(cos  h  cos  a  =  —  sin  ^  cos  99  +  cos  b  sin  99  cos  t)  , 

4.  Parallaxe;  Entfernung  eines  Gestirns. 

a)  Höhenparallaxe  p  =AVinkel,  unter  welchem 
vom  Grestirn  aus  der  zum  Beobachtungsort  gehörige  Erd- 
halbmesser r  erscheint,  =  Unterschied  der  Höhenwinkel 
über  dem  Avahren  und  über  dem    scheinbaren  Horizont 

,p  =  h'-h; 
die  Entfernung  R  des  Gestirns  ist  dann 

r  cos  h 
sinp 
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b)  Ist   das  Grestirn   im  Horizont,   dann   heißt  p  die 
Horizoiitalparallaxe  (tt). 


smji 

Ist  der  in  Frage  kommende  Halbmesser  ein  Äquator- 
halbmesser, so  heißt  p  die  Äquatorial-Horizontal- 
parallaxe. 

c)  Bei  Fixsternen  ist  die  Parallaxe  des  Erdhalb- 
messers (tägl.  Parallaxe)  verschwindend;  man  benützt 
für  sie  die  Parallaxe  des  Erdbahnhalbmessers,  die 
jährliche  Parallaxe;  sie  ist  bei  keinem  Fixstern 
über  1". 

d)  Die  Parallaxe  des  Mondes  kann  aus  direkter 
Beobachtung  ermittelt  werden;  die  Horizontalparallaxe 
beträgt  für  denselben  im  Mittel  57'  2,5". 

e)  Die  Parallaxe  der  Sonne  ist  zur  Bestimmung 
durch  direkte  Beobachtung  zu  klein;  die  mittlere  Äqua- 
torial-Horizontal-Parallaxe  kann  gefunden  werden  aus 
den  Marsoppositionen  und  dem  dritten  Keplerschen 
Gesetz  (aus  der  Parallaxe  des  Mars  zunächst  seine 
Entfernung  d  =  Ri— R  von  der  Erde,   dann   folgt  aus 

R? :  R3  =  t?  :  t2  ,      (R^  -  R) :  R  =  (l'tf  -  j/t^) :  ]/t2 ) , 

oder  durch  die  Methode  der  Yenusdurchgänge ,  oder 
aus  der  Messung  der  Parallaxe  eines  Planetoiden 
(z.  B.  Flora);  ihr  Wert  ist  etwa  8,85". 

f)  Außer  vermittels  der  Parallaxe  kann  die  Ent- 
fernung der  Sonne  noch  dm-ch  andere  Mittel  gefunden 
werden,  insbesondere  aus  der  Glesch  windigkeit  des 
Lichts  und  der  Zeit,  welche  dasselbe  braucht,  um  von 
der  Sonne  zur  Erde  zu  gelangen  (Verfinsterung  der 
Jupitertrabanten). 
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5.  Auf-  und  Untergang  der  Gestirne,  Tages- 
läng-e.     Aus  §   083,2  folgt  für  h  =  0 

cos  Iq  =  —  tg  ^  tg  99  . 

Die  Tag  es  länge  ist  gleich  dem  doppelten  Stunden- 
Avinkel  to  (für  h  =  0)  der  Sonne.  Ergibt  sich  aus  S 
und  (p  z.  B.  to  =  1200  =  8^  so  ist  die  Tageslänge  16^ 

Für  Morgen-  und  Abendweite  w  (Bogen  zwischen 

Ost-    und    Aufgangspunkt,    bzw.    zwischen    West-    und 

Untergangspunkt)  ist 

sin  d 

sni  w  = . 

cos  99 

Für  das  Azimut  a^  des  Aufgangspunktes  ist 

sin  d 

cos  a^  = . 

cos  99 

6.  Entfernung  e  zweier  Punkte  (Aj^,  (p^;  A.2^  (po) 
auf  der  Erdoberfläche 

cos  e  =  sin  cp^  sin  op^  +  cos  99^  cos  993  cos  {X^  —  l.^)  . 

Liegen  beide  auf  demselben  Meridian,  dann  ist 
e  =  99^  -  992  . 

Liegen  sie  auf  demselben  Parallelkreis,  dann  ist 
9^1  =(p2  =  (p  und  daher 

e  .    Ai  —  An 

sm—  =  cos  w  sm  — . 

9^9 
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I.   Oeometrie  der  Ebene. 

§  59.     Änderung  des  Koordinatensystems. 

X,  y  Koordinaten,  OX,  OY  Achsen  des  ursprüng- 
lichen Systems,  x',  y'  Koordinaten,  OX',  OY'  Achsen  des 
neuen  Systems,  a,  b  Koordinaten  des  neuen  Ursprungs, 

1.  Parallele  Yerschiebung  der  Achsen: 

f  x  =  a-|-x' 

2.  Drehung  eines  rechtwinkligen  Systems  um  den 
Ursprung  mn  den  \Yinkel  99: 

X  =  x'  cos  (p  —  y'  sin  cp 
y  =  x'  sin  99  +  y'  cos  99  . 

3.  Yerschiebung  und  Drehung  jeder  Achse 
(Änderung  des  Winkels  zwischen  den  Achsen): 

x'  sin  (X'Y)  +  y'  sin  (Y'Y) 
^"^  sin(XY)  " 

x'sin(X^X)  +  /sin(Y^X) 
'"^  sin  ( YX)  '* 

§  60.    Allgemeine  Sätze. 

1.  Der  Grad  einer  Gleichimg  wird  durch  Yerwand- 
lung  des  Koordinatensystems  nicht  geändert. 

2.  Die  Bedingmig  dafür,  daß  der  Punkt  mit  den 
Koordinaten  x^ ,  y^  auf  der  Linie  hegt,  deren  Oleichung 
F(x,  y)  =  0,    ist"^  r(xi,  yi)  =  0. 
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3.  Die  aus  den  beiden  G^leiclmngen  F(x,  y)  =  0 
und  f(x,  y)  =  0  sich  ergebenden  Werte  von  x  und  y 
sind  die  Koordinaten  der  Schnittpunkte  der  beiden 
durch  jene  G^leichungen  dargestellten  Linien. 

Setzt  man  in  F(x,  y)  =  0  für  y  den  Wert  Null, 
so  ergeben  sich  aus  der  erhaltenen  Gleichung  die  Ab- 
szissen der  Schnittpunkte  der  betreffenden  Linie  mit 
der  X-Achse ;  aus  x  =  0  ergeben  sich  die  Ordinaten 
der  Schnittpunkte  mit  der  Y-Achse. 

4.  Ist  A  ein  Zahlenfaktor,  so  stellt 

F(x,  y)  +  Af(x,  y)  =  0 
die  Grieichung  einer  Linie  dar,  welche  durch  die  Schnitt- 
punkte  der   durch  F(x,  y)  =  0    und    f(x,  y)  =  0    dar- 
gestellten Linien  geht. 

Linie  erster  Ordnung,  gerade  Linie. 
§  61.     GleichuDgsformen.    Lagebeziehungen. 

Es  seien  a  und  b  die  Abschnitte  der  Geraden  auf 
den  Achsen  (Koordinaten  der  Schnittpunkte  mit  den 
Achsen),  cp  der  Winkel  der  Geraden  mit  der  -\-  X-Achse, 
p  die  Länge  des  Lotes  vom  Ursprung  auf  die  Gerade, 
(X  der  Winkel,  den  p  mit  der   -f-  X-Achse  bildet. 

1.  Gleichung  der  Geraden*): 
erste  allgem.  Form  Ax-|-By  +  C  =  0, 

zweite  „  y  =  m  x  +  b  , 

dritte  „  ^  +  Z_i  =  o, 

a        D 

vierte  „         x  cos  öc  -[-  y  sin  öc  —  p  =  0 

(Nor  m  al  f  o  r  m). 

*)  Wenn  sich  eine  der  Gleichungen  oder  Formeln  auf  ein 
schiefwinkliges  System  beziehen  soll,  ist  dies  besonders  bemerkt. 
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Symbolische  Abkürzung  der  Gleichung 

für  die  allgemeine  Form     L  =  0  , 

für  die  Normalform  1  =  0. 

C  b  C 

Achsenabschnitte:     a  =  —      = ;       b  = . 

Am  B 

AVinkel  mit  der  X-Achse  bestimmt  durch 

A  b 

tg(^;  =  -  — =  m  = ^  —  ctgoc  . 

D  a 

2.  Besondere  Fälle: 

x  =  a  Gleichung  einer  Geraden  :  zur  Y-Achse, 
y  =  b  Gleichung  einer  Geraden   zur  X-Achse, 
jAx  +  By  =  0      1    Gleichung  einer  Geraden  durch 
(  y=mx  J    den  Ursprung, 

y  =  0   Gleichung  der  X-Achse, 
x  =  0  Gleichung  der  Y-Achse, 
0«x4-0'y-|-C  =  0  Gleichung  der  c%d  fernen  Geraden. 

3.  Gerade  durch  Punkt  (x^,  y^): 

A  (x  —  x^)  -f-  B  (y  —  \\)  =  0  ,     oder 

y  —  y^  =  m  (x  —  x^)  ,     oder 
(X  —  x^)  cos  a  +  (y  —  y^)  sin  a  =  0 
(durch   ein   veränderliches   in,   bzw.  oc   erhält  man   ein 
Strahlenbüschel). 

■4.  Gerade  durch  zwei  Punkte  (x-^,  y^),  (x^,  y2): 

y2  —  Ji  /         ,        1         y  —  yi      x  —  x^ 

V  —  Vi  =  — —  (x  —  X. )        oder = 

X2-Xi  y2-yi    ^2-^1 

oder      (xj  —  x^J  y  —  (y^  —  j^)  x  =  x^  y^  —  x,  yi  ,       oder 

X    y    1  (Zugleich  Bedingung  dafür, 

Xj  y^^  1     =  0  .      daß  drei  Punkte  in  gerader 
X2  y2  1  I^i^^^  liegen.) 

Gerade  durch  den  Ursprung  und  Punkt  (x^,  y^): 
Xi  V  —  Vi  X  =  0  . 
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5.  Zwei  parallele  Gerade: 

rAx  +  By  +  C=0    oder    /y  =  mx  +  b 
\Ax  +  By+Ci=0  \y  =  mx  +  bi,  oder 

j  X  cos  cc  +  y  sin  (%  —  p  =  0 
\  X  cos  ^  -|-  y  sin  a  —  p^  =  0  . 
Zwei      gerade   Linien      Ax4-By  +  C  =  0      und 
A^  X  -j-  B^  y  +  CjL  =  0  sind  parallel,  wenn  A :  A^  =  B :  B^ . 

6.  Gerade   durch  Punkt   (x^^,  y^)   parallel   zu  einer 
gegebenen  Geraden. 

Gegebene  Gleichung: 

Ax  +  By -1-0  =  0        oder  y  =  m  x  -j-  b  , 
gesuchte  Gleichung: 

A(x-Xi)-|-B(y-3^i)  =  0    oder  y- y^  =ni(x- x^)  . 

7.  Zwei  senkrechte  Gerade: 

iAx-hBy-}-C-:0       oder  f  y  =  m x  +  b 

B  X  —  A  y  +  Gl-  =  0        oder  |  y  = x  -^  b^ . 


m 


Die  Geraden 


Ax  +  Bv  +  C  =  Oj         ,         y  =  mx4-b     und 
und     Aix+Biy  +  Ci=0  \      ^^^"^     y  =  miX+bi 
sind  senkrecht,  wenn 

A  Ai  +  B  B^  =  0        oder       m  m^  -j-  1  =  0  . 
Gleichung  einer  Geraden,  welche  durch  Punkt  (x^,y^) 
geht  und  senkrecht  zu  der  Geraden  Ax-l-Bv-f-C  =  0  ist: 
B(x-x,)-A(y-y,)  =  o; 
8.  Drei  Gerade  Ax-fBy  +  C  =  0,  A^x  +  B^y  +  C^ 
=  0,  A2X-f  B2y-1-C2  =  0  gehen  durch  einen  Punkt, 
oder    eine    Gerade    geht    durch    den    Schnittpunkt    der 
beiden  andern,  wenn 

ABC 

Ai  Bi  Gl    =  0 

Ag  B^  Co 

Bürklen,  Formelsammlung. 


X 

mx^ 

+  nxi 

od, 

m 

^J2 

+  n 

od. 

111 

+  n 
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d.  h.  wenn 

A(BiC2-B,Ci)  +  B(CiA2-C,Ai)  +  C(AiB,-A.,Bj  =  0 
oder  wenn  die  Zahlfaktoren  2,  ^j,  X.,  sich  so  bestimmen 
lassen,  daß 

>l(Ax  +  By  +  C)  +  ;.i(A,x  +  B,y  +  CO 

+  /2(A,x+B,Y  +  C2)  =  0. 

§  62.     Größenbestimmuiigen  und  -Beziehungen. 

1.  Koordinaten  (x,  y)  des  Teilpunktes  P 
einer  Strecke  P^P.,,  Endpunkte  (x^,}\\  (x^,  y.,),  [P^PiPP., 
=  ni:n  =  ;.:l]:  " 

Xi  +Ji  x., 

1  +  ^^    • 

Sind  m  und  n  ungleichzeichig,  bzw.  ist  1  negativ, 
so  liegt  P  aui^erhalb  P^  P^ . 

Flu?  den  Halbierungsx3unkt  ist: 

_x^^x,  _yi  +  y2 

^  ~~      2       '       ^  ~       2 

2.  Beziehungen  zwischen  den  Koordinaten  von  vier 
harmonischen  Punkten  (x^,  y^),  (xg,  y.,),  (^1,  >/i),  (lo- '/i>)  • 

2  (xi  x^  +  ^1  ^2)  =  (xi  +  xj)  (I,  +  I,) 

2  (ji  y2  +  >?i>/2)  =  (Ji  +  3^2)  ivi  +  V2) ' 

3.  Vier  durch  den  Ursprung  gehende  Gerade 

y  =  mix  y  =  nix 

y  =  m.,x  y  =  n2X 

bilden  ein  harmonisches  Büschel,  wenn 

2  (m^  m.,  -f  n^  ng)  =  (m^  +  m^)  (i\  +  n.,)  . 

4.  Entfernung  zweier  Punkte  (x^,  y^),  (X2,  yo): 

je:  =  /(x2^)M^-yi)- 
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Im    schiefwinkligen   System    mit  Achsen winkel   o): 
e  =]/(x2-Xi)2+(y2-yi)2+2(x2  — Xi)(y2-yi)cosco. 

5.  Grerade  dm'ch  Pmikt  (xj,  y^),  welche  mit  der 
X-Achse  den  4:99  bildet: 

3^  — yi  =  (x-Xi)tg99. 

6.  Winkel  zwischen  zwei  Geraden  L  mid  L^ 
bestimmt  durch 

.\  .      AB,  — A.B       m,  — m      ,     ,   ^  ^^ 

7.  Gerade,  welche  mit  y  =  mx4-b  den  <^(p  bildet 
und  durch  Punkt  (xj ,  y^)  geht: 

m  +  tg99 

y  —  Ji  =  1 z^-  (x  —  ^i)  • 

1  — mtg99 

8.  Abstand  p  des  ürsi^rungs  von  der  Geraden 
Ax  +  By  +  C  =  0,    oder    y  =  m x -f  b : 

_  C        ^_  b 

^  ~  +  yiM^  B2  ~  +  ym2+i  ' 
das  Zeichen  wird  so  gewählt,  daß  p  positiv  wird. 

9.  Abstand  e  des  Punktes  (x^,  y^)  von  der 
Geraden  Ax-1-By  +  C  =  0,  oder  y  =  mx4-b,  oder 
X  cos  ^  -[-  y  sin  (%  —  p  =  0 : 

A  x^  -f  B  y^  -f  C      y^  —  m  x^  —  b 

±fA^''^B'^  -f-]/m2  4-l 

=  —  (x^  cos  oc  +  yi  sin  oc  —  p)  . 
Das  Vorzeichen   der  Wurzel   wird  so  gewählt,    daß  für 
einen  Punkt,  der  mit  dem  Ursprung  auf  derselben  Seite 
der  Geraden  liegt,  e  positiv  wird. 

10.  Entfernung  e  zweier  paralleler  Geraden 

i  e  = — — ^  =  -  =  p  —  p  . 

+yA2+B-^  +ynr-'+i 
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11.  Halbierungslinie  desAVinkels  zweier  Geraden : 
Ax+By  +  C_   ^  A,x+JB^y  +  Ci     ^^^^ 

]/A^  +  B2  -        fAl  +  Bl 

X  cos  {%  -f-  y  sin  ^  —  p  =  +  (x  cos  a^  +  y  sin  oc^  —  p^)  . 
Sind    die    Geraden    gegeben    durch    die    symbolischen 
Gleichungen  1  -=  0 ,  1^  =  0 ,  dann  ist  die  Gleichung  der 
AVinkelhalbierenden 

l  +  li  =  0. 

12.  Inhalt  J   eines   Dreiecks,   aus   den  Ecken 

(^n    yi):    (^21    J2)^    i^Si    Js)- 

1     Xi  yi  1  I         ^ 

±J  =  -^|x2y2l     =^  [Xi(y2-y3)  +  x2(y3-yi) 

"     X3y3l  ;        "  +X3(yi-y2)]. 

Liegen  die  drei  Punkte  in  gerader  Linie,  so  ist  J  =  0, 
vgl.  §  Gl^.     Fällt  (x^,  yg)  in  den  Ursprung,  so  ist 
1 


J  =  -^(^iy 


2    ^2  yi 


13.   Inhalt  eines  Yielecks  aus  den  Koordinaten 
der  Ecken: 

+  2  J  =- xi  (y2  -  yn)  +  X2  (yg  -  yi)  +  X3  (y4  -  ys )  +  •  •  • 

+  Xn  (y'i  —  yn— 1)  • 

§  63.     Polargleichung  der  Geraden. 

r    Fahrstrahl,    w  Azimut,    p  Lot    vom  Pol   auf  die 
Gerade,  oc  AVinkel  zwischen  P  und  der  Polarachse. 

1.  Lot  zur  Polarachse: 

rcos99  =  p  . 

2.  Parallele  zur  Polarachse: 

r  sin  95  =  p  • 

3.  Gleichung  der  Ger,aden: 

r  cos  (99  --  ^)  =  p  . 
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4.  Zwei  parallele  Gerade: 

{r  cos  (99  —  a)  =  p 
r  cos  {(p  —  oc)  =  Pi  . 

5.  Zwei  Gerade  sind  senkrecht,  wenn 

(j.  Entfernnng   e  zweier  Punkte   (99i,'ri),  (992:  ^\)'- 
e  =  j/r?  +  rl  -  2  r^  r,  cos  {(f^^  ~  n)  • 

7.  Inhalt  des  Dreiecks  CPiI^: 

8.  Inhalt  des  Dreiecks  PiPoP^: 

J  =  +  -  { r^  r,  sin  (90,  —  90^)  +  r,  r^  sin  (99^  —  90^) 

^rgr^  sin  (991  — 993)}  . 

9.  Bedingung   dafür,    daß    drei    Punkte    in    gerader 
Linie  liegen: 

r^  rg  sin  (972  —  9^1)  +  r^  i's  sin  (9^3  —  9^2) 

+  I3  i\  si"  (9^1  —  9^3)  =  0  • 

10.  Gleichung  der  Verbindungslinie  der  beiden  Punkte 
(9^1^  1*1),  (992,  r2): 

r^  r^  sin  (992  —  9^1)  + 1\  r  sin  (99  —  992) 

+  r  i\  sin  (99^  —  99)  =  0  . 

§  64.    Strahlbüschel,  Doppelverhältnis,  projektivische 
Strahlbüschel. 

(Abg-ekürzte  Bezeichnung  der  Gleichung  der  Geraden.) 

1.    StrahlbüscheL       Sind    li  =  0,    ],  =  0    die 
Gleichungen  zweier  Geraden  in  Normalform,  so  ist  die 
allgemeine  Gleichung  einer  dritten  Geraden  (Teilstrahl), 
die  durch  den  Schnittpunkt  der  beiden  ersten  geht, 
li-;i2=0  . 


134  Analytische  Geometrie. 

/  ist  das  Verhältnis  der  von  irgend  einem  Punkt 
des  Teilstrahls  \  auf  1^  und  I2  gefällten  Lote  (Sinus- 
teilverhältnis). 

^  _  sin  (l^y 
sin  (I3  U)  ' 

Ist  der  Zahlenfaktor  /  veränderlich,  so  ist  durch 
die  Gleichung  ein  Strahlbüschel  dargestellt. 

Sind  die  ersten  Geraden  durch  ihre  allgemeine 
Gleichung  L^  =  0,  L^  =  0  gegeben,  so  ist  die  Gleichung 
des  Teilstrahls 

h^  —  ;»« L2  =  0  . 

X  unterscheidet  sich  von  dem  Verhältnis  der  Ab- 
stände durch  einen  konstanten  Faktor. 

2.  Vier  sich  in  einem  Punkt  schneidende  Gerade 
können  dargestellt  werden  durch  die  Gleichungen 

r  ii  =  0        ii  -  ;ii  I2  =  0 

\  I2  =  0  li  -  L  I2  =  0  . 

Das    Doppelverhältnis     (anharmonisches  Verhältnis) 
(a,  b,  c,  d)  der  vier  Strahlen  a,  b,  c,  d  ist 

A^       ,  sin(ac)    sin  (ad) 

I2  ^  ^'''    '  ''^    ■  ^  sin  (c  b)  •  sin^  b)  ■ 

Satz:  Wenn  vier  von  einem  Punkt  ausgehende 
Strahlen  a,  b,  c,  d  von  einer  beliebigen  Geraden  in  den 
Punkten  A,  B,  C,  D  geschnitten  werden,  so  ist  das 
Doppelverhältnis  der  vier  Schnittpunkte  konstant  und 
gleich  dem  Doppelverhältnis  des  Büschels,  d.  h. 

A  C.  A  D      sin  (a  c)    sin  (a  d) 
CB  '  DB  ^  sin  (cl)") '  sin (db j  ' 
Für  einen  gegebenen  Wert  des  Doppelverhältnisses 
ist  zu  drei  Strahlen  der  vierte  eindeutig  bestimmt. 
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Das  Doppelverhältnis  des  Büschels 

\  li-yl,  1.2=0  \  Ii-;i4l2 

^1  —  ^3  .  ■^l         ^i 


0 

.2  —  0     ist 


{1: 


^2  '       ^3     ^2  '~  ^i 

3.  Harmonisches  Büschel.  Ist  das  Doppel- 
verhältnis der  vier  Strahlen  =  —  1 ,  so  ist  das  Büschel 
ein  harmonisches;  es  ist  dargestellt  durch 

li  =  0     /ii-;iii,  =  o 

l2  =  0        \li-f^il2  =  0. 

Die  Beziehungen  in  Nr.  2  und  3  gelten  auch,  wenn 

die  Geraden  durch  Gleichungen  von  der  Form 
Lj^  —  ^1  Lg  =  0  usw.  gegeben  sind. 

4.  Projektivische  Strahlbüschel.  Sind 
L^  —  -^1  Lg  =  0  ,  Lj  —  ^2  Lg  =  0  usf., 
Ml  -  Ai  Mg  =  0  ,       Ml  -  ^2  Mg  =  0  usf. 

die  Gleichungen  der  Strahlen  zweier  Büschel,  so  ist 
das  Doppelverhältnis  von  vier  Strahlen  des  einen 
Büschels  gleich  dem  Doppelverhältnis  der  entsprechenden 
Strahlen  des  andern;  solche  Büschel  heißen  projek- 
tivisch. 

Durch  drei  Paare  entsprechender  Strahlen  sind  die 
Büschel  vollständig  und  eindeutig  bestimmt. 

§  65.    Homogene  Gleichung  der  Geraden,  trimetrische 
Punkt-Koordinaten. 

Sind  li  =  0 ,  I2  =  0 ,  I3  =  0  die  Gleichungen  dreier 
nicht  dm'ch  einen  Punkt  gehender  Geraden,  so  kann 
die  Gleichung  jeder  andern  Geraden  in  die  Form  ge- 
bracht werden: 
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Hierbei  können  1^,  I2,  I3  auch  aufgefaßt  werden 
als  Größen,  die  den  Abständen  eines  Punktes  der  Ge- 
raden von  den  Seiten  des  Dreiecks,  das  von  1^,  l.^,  I3 
gebildet  wird,  proportional  sind  (Dreieckskoordinaten). 
Jeder  Abstand  ist  positiv  oder  negativ  zu  nehmen,  je 
nachdem  er  gleich-  oder  gegenläufig  ist  zu  dem  von 
einem  Punkt  im  Innern  des  Dreiecks  auf  dieselbe 
Seite  gefällten  Lot. 

§  66.     Linienkoordinaten;    Gleichung    des    Punktes; 
Punktreihe;  projektivische  Punktreihen  und  Strahl- 
büschel. 

1.  Ist  die  Gleichung  irgend  einer  Geraden 

ux  +  vy-f  1  =  0, 
so  ist  die  Lage  der  Geraden  durch  die  Konstanten  u 
und  V  gegeben;  sie  heißen  daher  die  Koordinaten  jener 
geraden  Linie  oder  Linienkoordinaten,  u  und  v 
sind  die  negativen  reziproken  Werte  der  Abschnitte, 
welche   die  Gerade   auf   den  Koordinatenachsen    macht. 

2.  Alle  Geraden,  deren  Koordinaten  einer  Gleicliung 

(1)  Au  +  Bv  +  C  =  0 

genügen,  gehen  durch  einen  Punkt,  dessen  Koordinaten 

A  B 

x  =  —  und  y  =  ^    sind;   die  Gleichung  (1)  heißt  all- 

gemeine    Gleichung   des  Punktes.     Die  Gleichung 

(2)  au  +  bv-fl  =  0 

heißt  die  Normalform  der  Gleichung  des  Punktes. 

3.  Eine  Gleichung  n-ten  Grades  in  u  und  v  stellt 
eine  von  Geraden  eingehüllte  Kurve  dar;  bestimmt  man 
aus  dieser  Gleichung  und  der  Gleichung  eines  Punktes 
die  gemeinschaftlichen  AVerte  von  u  und  v,  so  ergeben 
sich  aus   denselben   n  Tangenten   an   die  Kurve;    diese 
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heißt  eine  Linie  n-ter  Klasse.  Die  Ordnungszahl 
gibt  die  Zahl  der  Schnittpunkte  der  Kurve  mit  einer 
Geraden  an,  die  Klassenzahl  die  Anzahl  der  Tangenten 
der  Kurve,   die   durch  einen   bestimmten  Punkt   gehen. 

4.  Sind  U=0  und  ^^  =  0  die  G-leichungen  zweier 
ümhülhmgslinien ,  so  stellt  2'-|-/l2'i  =  0  eine  Um- 
hüUungslinie  dar,  welche  alle  gemeinschaftlichen  Tan- 
genten von  2'-=0  imd  I^^=0  berührt  (vgl.  §   60^). 

5.  Sind  Ui  =  0,  U^^O  die  Gleichungen  zweier 
Punkte  Pi   und  Pg,  so  ist 

die  Gleichung  eines  Punktes  auf  der  Verbindungslinie 
von  Pj^  und  P^;  ist  1  veränderlich,  so  hat  man  die 
Gleichung  einer  Punkt  reihe. 

6.  Doppelverhältnis.     Sind 


\der  Punkte  auf  einer  Geraden,   so   ist   das  Doppelver- 
hältnis derselben  ausgedrückt  durch  y^  . 

7.  Harmonische  Punkte.  AYenn  Aj^:^i2=— 1, 
so  sind  die  vier  Punkte  (von  Nr.  6)  harmonische 
Punkte;  sie  sind  also  dargestellt  durch 


\Ü2=0       \  Ui 


8.  Projektivische  Punktreihen.  Zwei  Punkt- 
reihen üj  —  ^  Ug  =  0  und  Yj^  —  ^  Yg  =  0  sind  projek- 
tivisch. 

Eine  Punktreihe  ü^  —  ?,  U,  =  0  und  ein  Strahlbüschel 
L;^  — AL.2=0  sind  projektivisch. 
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§  67.    Homogene  Gleichung  des  Punktes,  trimetrische 
Linienkoordinaten. 

Sind  I^  =  0 ,  Ug  =  0 ,  üg  =  0  die  Gleichungen  dreier 
nicht  auf  einer  Geraden  liegender  fester  Punkte,  so 
kann  die  Gleichung  jedes  andern  Punktes  in  die  Form 
gebracht  Averden: 


Linien  zweiter  Ordnung  (Kegelschnitte). 

A)  Der  Kreis. 

§  68.  Kurvengleichung ;  Sekante,  Tangente,  Polare  etc. 

Koordinaten   des  Mittelpunktes  (a,  b),  Halbmesser  r. 

1.  Allgemeine  Gleichung  des  Kreises: 

(1)     x2  +  y2  +  Ax  +  By  +  C  =  0. 

2.  (2)  (x-a)2-j-(y-b)2  =  r2. 
A        ,  B  1  _,-:^ 


a  =  -^,      b  =  -^^,      r=  ^yA2+B'^-4C 


Ist  A2  =  4C,  oder  B2  =  4C,  dann  berührt  der 
Kreis  die  X-,  bzw.  die  Y-Achse;  ist  0  =  0,  so  geht 
der  Kreis  durch  den  Ursprung.  —  Für  die  Koordinaten 
der   Schnittijunkte    mit    den   Achsen   ist  Xj^  +  X2  =  2a, 

yi  +  y2=-2b. 

3.  Der  Ursprung  ist  Mittelpunkt: 

(3)  x2  +  y2  =  r2     (Mittelpunktsgleichung). 

4.  Mittelpunkt  auf  der  X-Achse  im  Abstand  r 
Tom  Ursprung: 

y-  =  2rx  —  x2     (Scheitelgleichung). 

5.  Gleichung  für  ein  schiefwinkliges  System: 
(x-a)2  +  (y-b)2+2(x-a)(y-b)cosco  =  r2.- 


Kurvengleichung;  Sekante,  Tangente,  Polare.       139 

6.  Sekante    durch   die   Punkte    (x^jj^),   (xg,  jg)? 
Mittelpunkt  im  Ursprung: 

y  —  y.            x.  +  Xo      ,                             x.  +  Xo  ,  . 

oder  Y  — 71  = -\ — ^(x  — x^). 


x-Xi  71  +  72  "■  7i  +  72 

7.  Tangente,    Berührungspunkt    (xi,  Ji),    Mittel- 
punkt (0,0): 

(1)  X  Xi  +  y  Yi  =  r2  , 
Mittelpunkt  (a,  b): 

(2)  (X  -  a)  (xi  -  a)  +  (y  -  b)  (yi  -  b)  =  r^  . 
Tangenten  vom  Punkt  (Xi,  yj)  an  den  Kreis  um 

0  mit  r:  

H^      V      V       -^i7i+i'yxHyf-r-^ 

{o)      3^  —  7i  — -^ -2 1^  —  ^J  • 

1        ^1 

8.  Polare   (s.  §  39)   des   Punktes   (xi,  yi)   in   Be- 
ziehung auf  den  Kreis  x2-|-y2=r-: 

xxi  +  yyi=r2. 
Die  Koordinaten  des  Pols  der  Geraden 
Ax  +  By  +  C  =  0     sind 
_      Ar2  _      Br2 

9.  Kreis   durch   drei  Punkte    (xi,  yi),    (X2,y2), 
(Xg,  yg);  er  ist  bestimmt  durch  die  vier  Gleichungen 

(x  -a)2  +  (Y  -b)2  =  r2, 
(xi-a)2  +  (y,-b)2  =  r2, 
(x2-a)2  +  (y2-b)2  =  rS 
b)2  =  r2; 


(Zugleich  Bedingung 
dafür,  daß  vier  Punkte 
auf  einem  Kreis  liegen.) 


(x3-a)2  +  (y. 

seine  Gleichung  ist  daher 

Ix2  +  y2,      X,        y,        1 

\  ^i  +  7i ,     Xi  ,     yi ,      1 

^2+72  5     ^2,     y2,     1 

'"^3  +  73  ?       ^3  1       73  5        -*- 

, 
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10.  Zwei  Kreise 

x2  +  y2-f  Ax  +  By  +  C  =0 
x2  -f  y2  +  AjX  +  B^y  +  Ci  -=  0 

sind  konzentrisch,  ^venn  A  =  A^ ,  B  =  B^  . 

11.  Potenzlinie  (s.  §  41)  zweier  Kreise  (s.  Nr.  10): 

(A-Ai)x4-(B-Bi)y  +  C-Gi=0 
(Differenz  der  Kreisgleichnngen,  vgl.  §  41^  und  §  6O4). 

§  69.     Polarkoordinaten. 

Ist  0  der  Pol  (Anfangspunkt),  M  der  Mittelpunkt, 
OX  die  Polarachse,  <MOX  =  (x,  <FOX  =  (p, 
0P  =  ^,    OM  =  d,    so  ist 

1.  die  Gleichung  des  Kreises 

(o  cos  99  —  d  cos  öc)2  +  (q  sin  qc)  —  d  sin  oc)- =  r-     oder 
^2  _  2  ^  d  cos  {(p  —  oc)-^  d2  =  r2  . 
Fällt  OM  mit  OX  zusammen  (Mittelpunkt  auf  der 
Polarachse),  so  ist  die  Grleichung  des  Kreises 

^2  _  2  ^  d  cos  ^  +  d2  =-.  r2  . 
Liegt  außerdem  0  auf  dem  Kreis,  so  ist 
^  =  2  r  cos  99  . 

2.  Für  den  berührenden  Leitstrahl  ist 

d  sin  (99  —  a)  =  v  . 


B)  Parabel,  Ellipse,  Hyperbel. 

Kurvengleichungen;  Sekant< 
Polare  etc. 

1.  Stücke  und  Bezeichnungen, 
ße  (reelle)  Achse  2a  |  ,    .  p^. 
ne  (imag.)  Achse  2  b  J 
Parameter  2  p  ( =  Sehne  durch  einen  Brennpunkt  parallel 


§  70.    Kurvengleichungen;  Sekante,  Tangente, 
Polare  etc. 


Große  (reelle)  Achse  2a  1  ,    .  -i^n-  -,  tj  ^^,■u^^ 

, ,  .       ).         X    .   1        ^  ,    >  bei  Ellipse  und  Hyperbel 
kleine  (imag.)  Achse  2  b  J 
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zu  der  Leitlinie);  für  Ellipse  und  Hyijerbel  ist 

b^ 

Lineare  Exzentrizität  (Abstand  des  Brennpunktes 
vom  Mittelpunkt)  ist  bei  der 

Ellipse :  f  =  j/a^— P  ;  f  <  a  ; 
Hyperbel:  f  =  ya2  +  b2;  f>a; 
Parabel:    Abstand  des  Brennpunktes  vom  Scheitel—  . 

^  f 
Sumerische  Exzentrizität  bei  Ellipse  und  Hyperbel  £=  -  . 

a 

e  gibt  zugleich  das  Verhältnis  der  Entfernung  eines 
Kurvenpunktes  vom  Brennpunkt  und  seines  Abstandes 
von    der    zugehörigen    Leitlinie    an.      Es    ist    für    die 

Ellipse,  Parabel,  Hyperbel  bzw.  e  ^  1  . 

p 
Abstand  des  Brennpimktes  von  der  Leitlinie  =  —  . 

£ 

2.  Scheitelgleichung.     Erste  Form: 
L    y2=  2  px— (1  —  e2)x2     oder     y2  =  2px-|-qx^ 
(gemeinschaftliche  Grieichung). 

Diese  Grieichung  stellt  eine  Ellipse,  Parabel  oder 
Hyperbel   dar,   je  nachdem  £  :^  1 ,  bzw.  q  ;;^  0  .     e  =  0 


gibt  die  Scheitelgleichung  eines  Kreises. 
Zweite  Form: 

'  y2=.2px-^x2     (Ellipse); 
a 

n. 

y2  =  2px                 (Parabel); 

y^'  =  2px  +  ^x^     (Hyperbel). 
a 
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3.  Mittelxjunktsgleichiing: 

J^  +  g'=l     (Ellipse); 

> 

'  =  1     (Hyperbel). 


x2      y 


[  a2      b2 

4.  Polargleichung. 

1.  Der  Brennpunkt  ist  Pol,  die  Achse  bzw. 
große  Achse  ist  Polarachse,  cp  ist  von  dem  Scheitel  aus 
gezählt,  der  dem  Pol  am  nächsten  liegt. 

P 


l+fiCOS 

^' 

Die  Kurve  ist  eine  Ellipse,  Parabel,  Hyperbel  je 

nach- 

dem £^1 

2. 

Der 

>nttelpunkt  ist 

Pol,   die  große 

Achse 

Polarachse. 

Q'- 

b2 

(Ellipse); 

1— £2cOS> 

Q'- 

—  b2 

(Hyperbel). 

1  —  £2  cos  2^ 

Die  folgenden  Gleichungen  sind  bei  der 
Parabel  auf  die  Scheitel-,  bei  Ellipse  und 
Hyperbel  auf  die  Mittelpunktsgleichung  zu  be- 
ziehen. 

5.  Sekante  durch  die  beiden  Punkte  (x^,  y^), 
(x,,  3-2)  ^er 

1.  Parabel: 

(yi  +  3-9)  y  —  yi  y,  =  2  p  X     oder 

2p 

y-yi  =  — -— ^  (x-xi); 

yi  T-  >  2 
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2.  Ellipse: 

(x, +X2)  X      (Vi+Vo) y      Xi  X,       Vi  y, 

^^"+-^       "  =  ^^+    b-->    +^'    •^^^^• 

3.  Hyperbel: 

a-'(3-i  +  y.,)' 

6.  Tangente  im  Punkt  (x^,  yj  der 

1 .  Parabel :        y  y^  =  p  (x  -f-  x/)  ; 

2.  Ellipse:         "^^  +  ^^,'  =  1: 

a^         b- 

3.  Hyperbel:      — ^  -  ^^  'i  =  1  . 

a-         b- 

7.  Asymptoten  der  Hyperbel: 

x         V 
a  —  b 

Ist  der  As3'mptotenwinkel  2  99 ,  so  ist  tg(p  —  ~~. 

a 

Bei  der  gleichseitigen  Hyperbel   stehen   die  Asym- 
ptoten aufeinander  senkrecht. 

Ein  Durchmesser  y  =  m  x  schneidet,  berührt  in  einem 
unendlich  fernen  Punkt  (ist  also  Asymptote),  trifft  die 

Hyperbel  nicht,  je  nachdem  m-=       . 

>  a- 

S.  Normale  im  Punkt  (x^,  y^)  der 

1.  Parabel:        p(y-yJ  +  yi(x-Xi)  =  0  ,  oder 
^  Ji  +  r  y  =  Vi  (Xi  +  p)  : 
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2.  Ellipse :         "—^ =  a^  —  b'^ ,     oder 

'    3.  Hyperbel:      -  -  -] ^  =  a24-b2,     oder 

■^1       yi        9 

9.  Bezeichnet  man  die  Abszisse  des  Schnittpunktes 
der  Tangente  im  Punkt  (x^,  y^)  mit  der  X-Achse  mit  Xq, 
die  Subtangente  (Projektion  des  Tangenten  Stückes 
zwischen  Berührungspunkt  und  X-Achse  auf  die  X-Achse) 
mit  ST,  die  Subnormale  mit  SN,  so  ist 

Xo         ST  SN 

1.  für  die  Parabel:      —  x^       2  x^  p, 

.       ..     ^...  a2      a2-xf         b'^Xi 

2.  für  die  Ellipse: 


3.  für  die  Hyperbel: 


Xj  Xj^  a- 

a'^      xf  —  a^        b2  Xi 


Aus  dem  "Wert  von  x^  ergibt  sich   für  jede  Kurve 
eine  Konstruktion  der  Tangente  im  Punkte  (x^,  y^). 
10.  Tangenten  vom  Punkt  (x^,  yj  an  die 

1.  Parabel: 

yi+yy?-2pxi 

2.  Elüpse:  

-  X,  y,  +  jh^l  +  ^'  y?  -  a-^  b^  ^^^ 

^-^^^  = =-^^^:^l ("-"^^- 

3.  Hj^perbel: 
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11.  AJlgemeine  Gleichung  der  Tangente  (Richtung 
gegeben)  für  die 

1.  Parabel :        v  —  m  x  =  - —  ;  - 

2m 


2.  EUipse:         y  —  mx= +]/m2a2  +  b^  ; 

3.  Hyperbel:     y  —  mx  = +|m2^— b^  . 

12.  Zieht  mau  durch  einen  Punkt  P  eine  Sekante 
eines  Kegelschnittes,  so  heißt  der  Ort  des  zu  P  in  Be- 
ziehung auf  die  beiden  Schnittpunkte  zugeordneten  vierten 
harmonischen  Punktes  die  Polare  von  P  in  Beziehung 
auf  den  Kegelschnitt. 

Polare  des  Punktes  (x^,  y^)  in  Beziehung  auf  die 
1.  Parabel:        y  y^  =  p  (x  +  x^)  ; 


3.  Hyperbel: 


xxi       yyi 

a^    "^    b2 

xxj       yyi 


2.  EUipse:         ^  +  ^  =  1 
a^  b2 


a2  b2 

Liegt  Punkt  (x^,  y^)  auf  der  Kurve,  so  ist  seine 
Polare  zugleich  Tangente.  Die  Polare  des  Mittelpunktes 
ist  die  unendlich  ferne  Gerade;  die  Polare  eines  un- 
endlich fernen  Punktes  ist  ein  Durchmesser. 

13.  Koordinaten  des  Pols  der  Geraden  Ax-j-By 
4-0  =  0   für  die 

C  B  D 

1.  Parabel:        x^  =  +—  ,  y^  = -£-  ; 

o    T.1V  a2A  b2B 

2.  EUipse:         x^=--^,       y^  =  _-^; 

Q    TT        V.1  a^A  b^B 

3.  Hyperbel:     x^  = —  ,        yi  =  -^  . 

14.  Zwei  Gerade  heißen  konjugiert  in  bezug  auf 
einen  Kegelschnitt,  wenn  jede  durch  den  Pol  der  andern  geht. 

Bürklen,  Formelsammlung.  10 

I 


\ 
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1.  Ist  bei  der  Parabel  ein  unendlich  ferner 
Punkt  gegeben  durch  die  Richtimg  y  =  mx,  so  ist  der 
zugeordnete  Durchmesser 

2.  Gleichungen  für  zwei  konjugierte  Durch- 
messer bei  der 

Ellipse:         Ax-By  =  0     und     ~v  +  Tf  =  ^5 

a  D 

Hyperbel:     Ax4-By==0      und     -|  +  -|  =  0. 

a-^        b'^ 

Jede  Asymptote  der  Hyperbel  und  ihr  kon- 
jugierter Durchmesser  fallen  zusammen. 

15.   Gleichung  in   Beziehung  auf   zwei   konjugierte 
Durchmesser  2  a^ ,  2  bj^  der 

1.  Ellipse: 

4  +  1^=1;       Beziehung:     a?  +  b?  =  a'^ +  b2; 
a^^        bj^ 

2.  Hyperbel: 

^-K=l',       Beziehung:     af-bj^a^-b^. 
%       bi 

Sind  (p  und  q?-^  die  Winkel,  welche  zwei  konjugierte 
Durchmesser  mit  der  Hauptachse  büden,  so  ist  für  die 

3.  Ellipse: 

b^ 

tgcptgq)^  = ;     aibisin(99  — 99i)  =  ab  (s.§71,26); 

a 

4.  Hyperbel: 

tgq)tg(p^=  +  -j;     aibisin(99  — 99i)  =  ab  (s.§  71,27). 
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Grieichung  der  Hyperbel  in  Beziehung  auf  die  beiden 
Asymptoten 

,  ,       ,      P      a^  +  b^ 

xy=c^  =  ^  =  -^; 

gleichseitige  Hyperbel  x'y'=  — a-. 

16.  Leitlinie  (Direktrix),  d.  h.  Polare  des  Brenn- 
punktes für  die 

1.  Parabel:      x=  —  ^  ;    Brennpunkt  ( ^ '  ^) ' 

2.  Ellipse:       x=y=^;  f.d. Brennpunkt (f,0); 

3.  Hyperbel:    x=— =— ;  f.d. Brennpunkt (f,0). 

17.  Länge  des  Brennstrahls,   bzw.   der  Brenn- 
strahlen zu  dem  Punkt  (x^,  y^): 

1.  Parabel:        r  =Xj^4-— ; 

2.  Ellipse :         r  =  a  —  x^  £ 

ri=a  +  Xi£  ;        r4-ri  =  2a; 

3.  Hyperbel:     r  =  x^  g  —  a 

ri=x^£  +  a;         r^— r  =  2a. 

18.  Krümmungsmittelpunkt  (xq,  y^)  und  Krüm- 
mungshalbmesser Q  für  den  Punkt  (x^,  y^)  der 


1.  Parabel; 


2p 

yi            2xiyi 
^^  —  ^- r~ 


o  =  ^-^^  Y       =  -f  5     ^^^  ^^^  Scheitel  ^  =  p ; 


10 
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^0 


Px?       £2x: 


2^f 


2.  Ellipse:  |  f 2  yS  _      ,2a2y3 

^      "        a*b*  ab  p^  ' 

Nx  Normale  vom  Punkt  (x^  y^)  bis  zur  X-Achse. 

Für  den  Scheitel  der  großen  Achse  ist 

b2 
^2  =  —  =  P  7     für  den  der  kleinen 


3.  Hyperbel: 

(b^xf  +  a 

""«"    a^    ~"    a2    ' 
[>o             ^4                 b^ 

^               an 

4                  ab          p2  ' 

b2 
für  den  Scheitel  ist  ^  =  "   =p. 

a 

19.  Flächeninhalt: 

1.  Parabelsegment  S. 

Sehne    senkrecht    zur  Achse,    (x^,  y^)   Koordinaten 

des  einen  Endpunktes: 

S  =  — x^yi  . 

Beliebiges  Segment;    (x^,  yj),   (xg,  J2)  Koordinaten 
der  Endpunkte: 

12p      "         6       *    yi  +  y^ 
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2.  Ellipsenzone  zwischen  der  kleinen  Achse 
und  der  im  Abstand  x^  dazu  parallelen  Sehne: 

—  1  x^  j/a'"^  — xf  -f  a^  arc  sin  —  J  . 

Gresamte  Ellipsenfläch^:  abjr. 

3.  Hyperbelsegment,   Sehne  senkrecht  zur 
X-Achse : 


S  =  x,y,-ab4^  +  |). 


20.  Konfokale  Kegelschnitte.  —  Eine  Ellipse 
und  eine  Hyperbel,  welche  dieselben  Brennpunkte  haben, 
konfokal  sind,  haben  folgende  Grleichungen : 


f    X2 

y'^         1 

a2 

X2 

ä2(l-a 

.y^         1 

a|(^!-l)         ' 

wobei  ae  =  ajL£i=f,  €<1,  £i>l.     Die  Gleichungen 
können    demnach   in   folgende   Form   gebracht   werden: 


f2 


1, 


x2  y2 

Diese  beiden  konfokalen  Kegelschnitte  schneiden  sich 
rechtwinklig  (elliptische  Koordinaten). 

Die  Gleichungen  aller  konfokalen  Zentralkegelschnitte 
sind  in  der  Gleichung  enthalten: 

-^-^  +  -^^^  =  1- 
a2-k^b2-k 

sie  stellt  eine  Ellipse,  Hyperbel  oder  imaginäre  Kurve  dar,  je 
nachdem  k  <  b^  <  a^,  oder  b^  <  k  <  a^,  oder  b^  und  a^  <  k . 
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§  71.     Sätze  über  Kegelschnitte. 

A)    Für  jeden  Kegelschnitt. 

1.  Ein  Kegelschnitt  im  allgemeinen  ist  durch  fünf 
Punkte  oder  5 — r  Punkte  und  r  Tangenten  (r  =  0  bis  5) 
bestimmt. 

2.  Eine  Glerade  trifft  einen  Kegelschnitt  in  zwei 
reellen  und  verschiedenen,  oder  zusammenfallenden,  oder 
in  zwei  imaginären  Punkten.  Durch  einen  Punkt  lassen 
sich  an  einen  Kegelschnitt  zwei  reelle  verschiedene,  oder 
zusammenfallende,  oder  zwei  imaginäre  Tangenten  ziehen. 

3.  Die  Polaren  (s.  §  70,^2)  ^^^  sämtlichen  Punkte 
einer  G-eraden  gehen  durch  den  Pol  dieser  Geraden, 
und  die  Pole  sämtlicher  Strahlen  eines  Büschels  liegen 
auf  der  Polaren  des  Büschelmittelpunktes. 

Die  Berührungssehne  zweier  von  einem  Punkt  aus- 
gehender Tangenten  ist  die  Polare  dieses  Punktes. 

Die  Halbierungspunkte  paralleler  Sehnen  liegen  auf 
einem  Durchmesser. 

4.  Das  Verhältnis  der  Entfernungen  eines  Punktes 
eines  Kegelschnittes  vom  Brennpunkt  imd  von  der  Leit- 
linie ist  konstant  und  gleich  der  numerischen  Exzentri- 
zität £.  (Für  die  Ellipse  ist  £<1,  für  die  Parabel 
£  =  1 ,    für  die  Hyperbel  e  >  1 .) 

5.  Die  Sehne,  welche  durch  einen  Brennpunkt  geht 
und  senkrecht  zur  großen  Achse  ist,  ist  der  Parameter. 

6.  Zieht  man  in  den  Endpunkten  einer  durch  den 
Brennpunkt  gehenden  Sehne  Tangenten,  so  schneiden 
sich  diese  auf  der  Leitlinie,  und  die  Verbindungslinie 
des  Schnittpunktes  mit  dem  Brennpunkt  steht  senkrecht 
auf  der  Sehne. 

7.  Der  Schnittpunkt  zweier  Tangenten  liegt  auf 
demjenigen  Durchmesser,  welcher  der  Sehne  zwischen 
den  Berührungspunkten  konjugiert  ist. 
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8.  Sind  in  einer  Ebene  zwei  Kurven  zweiter  Ord- 
nung K  und  K-L  und  bestimmt  man  zu  jedem  Punkt 
von  K  die  Polare  in  Beziehung  auf  K^,  so  umhüllen 
diese  Polaren  eine  dritte  Kurve  zweiter  Ordnung. 

9.  Satz  des  Pascal:  Bei  jedem  einem  Kegelschnitt 
einbeschriebenen  einfachen  Sechseck  schneiden  sich  die 
drei  Paare  Gegenseiten  in  drei  Punkten  einer  Oeraden. 
(Konstruktion   eines   Kegelschnittes   aus   fünf  Punkten.) 

10.  Satz  des  Brianchon:  Bei  jedem  einem  Kegel- 
schnitt umbeschriebenen  Sechseck  schneiden  sich  die 
drei  A^erbindungslinien  von  je  zwei  Gregenecken  in  einem 
Punkte.  (Konstruktion  eines  Kegelschnittes  aus  fünf 
Tangenten.) 

11.  Der  Krümmungshalbmesser  im  Scheitel  der  großen 
Achse  ist  gleich  dem  halben  Parameter. 

B)    Für   die   Parabel. 

12.  Die  Durchmesser  einer  Parabel  sind  parallel 
zur  Achse, 

13.  Der  Fußpunkt  des  Lotes  vom  Brennpunkt  auf 
eine  Tangente  liegt  auf  der  Scheiteltangente.  (Kon- 
struktion der  Parabel  durch  Umhüllung.) 

14.  Der  Ort  des  Schnittpunktes  zweier  Parabel- 
tangenten, die  senkrecht  aufeinander  stehen,  ist  die 
Leitlinie. 

15.  Die  Entfernung  des  Berühnmgspunktes  einer 
Tangente  vom  Brennpunkt  ist  gleich  der  Entfernung 
des  letzteren  vom  Schnittpunkt  der  Tangente  mit  der 
Achse.     (Konstruktion  der  Tangente.) 

16.  Die  Tangente  halbiert  den  einen  der  Winkel 
zwischen  dem  Brennstrahl  und  dem  durch  den  Be- 
rührungspunkt gehenden  Durchmesser,  die  Normale  den 
andern.     (Konstruktion  der  Tangente  und  Normale.) 
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17.  Die  Subtangente  einer  Parabel  wird  durch  den 
Scheitel  halbiert;  die  Subnormale  ist  gleich  dem  halben 
Parameter  (p). 

18.  Die  Parabel  kann  als  Ellipse  betrachtet  werden, 
deren  zweiter  Brennpunkt  in  unendlicher  Entfernung  liegt. 

C)    Für  Ellipse   und   H^^perbel. 

1 9.  Hat  man  ein  System  von  Ellipsen,  bzw.  Hyperbeln, 
welche  eine  Achse  gemeinschaftlich  haben,  so  schneiden 
sich  alle  Tangenten,  welche  auf  dieser  Achse  die  näm- 
liche Koordinate  für  den  Berührungspunkt  haben,  in 
einem  und  demselben  Pmikt  der  gemeinschaftlichen 
Achse.     (Konstruktion  der  Tangente.) 

20.  Alle  Sehnen,  welche  einem  Durchmesser  parallel 
gezogen  sind,  werden  von  seinem  konjugierten  halbiert. 
Die  Tangente  im  Endpunkt  eines  Durchmessers  ist 
parallel  zum  konjugierten  Durchmesser. 

21.  In  jedem  einem  Kegelschnitt  umbeschriebenen 
Parallelogramm  sind  die  Diagonalen  konjugierte  Durch- 
messer; in  jedem  einem  Kegelschnitt  einbeschriebenen 
Parallelogramm  sind  die  Seiten  zwei  konjugierten  Durch- 
messern parallel. 

22.  Das  Produkt  der  Entfernungen  der  Brennpunkte 
von  einer  Tangente  ist  unveränderlich  (=b2)  und  die 
Fußpunkte  der  Lote  liegen  auf  einem  Kreis,  der  die 
große  (bzw.  reelle)  Achse  zum  Durchmesser  hat.  (Kon- 
struktion des  Kegelschnittes  diu-ch  Umhüllung.) 

23.  Die  Tangente  und  die  Normale  in  einem  Punkt 
der  EUipse  oder  Hyperbel  halbieren  die  Winkel,  welche 
die  Brennstrahlen  nach  diesem  Punkt  miteinander  bilden. 
(Konstruktion  der  Tangente  imd  der  Normale.) 

Hieraus  folgt:  Eine  Ellipse  und  eine  zu  ihr  kon- 
fokale Hyperbel  schneiden  sich  unter  rechten  Winkeln. 
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24.  Bei  der  Ellipse  ist  die  Summe,  bei  der  Hyperbel 
die  Differenz  der  Brennstrahlen  nach  einem  Punkt  der 
Kurve  unveränderlich  und  zwar  gleich  der  großen  (reellen) 
Achse.     (Faden konstruktion  der  Kurven.) 

25.  Auf  jeder  Sekante  einer  Hyperbel  sind  die 
beiden  Abschnitte,  welche  zwischen  der  Kurve  und  ihren 
beiden  Asymptoten  liegen,  einander  gleich;  der  Abschnitt 
einer  Tangente  zwischen  den  Asymptoten  wird  durch 
den  Berührungspunkt  halbiert. 

(Konstruktion  der  Hyperbel,  wenn  ein  Punkt  und 
die  Asymptoten  derselben  gegeben  sind.) 

26.  Der  Inhalt  eines  Dreiecks,  das  zwischen  zwei 
konjugierten  Halbmessern  einer  Ellipse  und  der  Ver- 
bindungslinie ihrer  Endpunkte  liegt,  ist  unveränderlich. 

27.  Der  Inhalt  eines  Dreiecks,  das  von  den  Asym- 
ptoten und  einer  zwischen  denselben  liegenden  Tangente 
einer  Hyperbel  eingeschlossen  mrd,  ist  unveränderlich. 


28.  Alle  Parabeln  sind  einander  ähnKch. 

29.  Zwei  Ellipsen  mit  den  Halbachsen  (a,  b),  (% ,  b^) 

sind  einander  ähnlich,  wenn  —  ==  ~  :  ebenso  sind  zwei 

b       bj^ 

Hyperbehi  einander  ähnlich,  w^enn  — -  =  ^ ,  d.  h.,  wenn 

D  Dj 

sie  gleiche  Asymptotenwinkel  haben. 

Zwei   Kegelschnitte    (Bezeichnung    s.    §   73,  g)    sind 
einander  ähnlich: 
,       a)  wenn  B2-4AC  =  B|  — 4AiCi  =  0  , 

b)    wenn    B2-4AG    und    Bl-4.A^C^:^0    und 
A^_  B  _  C     . 
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§  72.     Konstruktion  der  Kegelschnitte. 

1.  Parabel. 

a)  DX  Achse,  SY  Scheiteltangente ,  DE  Leitlinie, 

also   DS  =  SF  =  — .  —   Ziehe   in   den   beliebig ,   aber 


zweckmäßig  gewählten  Punkten  C^ ,  Cg ,  Cg  . . .  Lote  zur 
Achse  lind  beschreibe  um  F  mit  D  C^  einen  Bogen,  der 
das  zu  C^  gehörige  Lot  in  A^   und  B^   schneidet;  ver- 


fahre ebenso  mit  D  C,  usw. 


^11    ^2  »    -^3 


B^,      Bg 


Bg  . . .  sind  Parabelpunkte.  (Begründung:  Jeder  Punkt 
der  Parabel  hat  vom  Brennpunkt  und  der  Leitlinie 
gleiche  Abstände.) 


Konstruktion  der  Kegelschnitte. 
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b)  Durch  Umhüllung.  — S^^^  Achse,  S^T  Scheitel- 
tangente,  F  Brennpunkt.  Ziehe  von  F  nach  S^T  die 
Strahlen  FA^,  FAg,  FAg  ...  und  errichte  auf  denselben 
in  Aj ,  Ag ,  A3  . . .  die  Lote  A^  B^ ,  Ag  Bg ,  A3  B3  . . . ,  so 
umhüllen   diese   die   Parabel.     (Begründung:    §  71,13.) 


2.  Ellipse. 

a)  OX  =  a,  halbe  große  Achse;  OY  =  b,  halbe 
kleine  Achse.  Beschreibe  um  0  mit  a  und  b  Kreise; 
ziehe  durch  0  eine  Gerade,  welche  die  Kreise  in  B 
und  C  schneidet,  ziehe  CA_LOX,  BAliOX,  so  ist  A 
ein  Punkt  der  Ellipse.     Ähnlich  weitere  Punkte. 


(Begründung: 


y  =  ~ya2  — x' 
a 


•) 
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/TTv 

> 
/ 1 
/ 1 

\c 

pfH 

^y^f 

^             1 

jjj 

K    1  /   ~ 
\.  1/ 

\   1 
\l 

y 

b)-OX  =  OXi=a,  OY=OYi=b.  Bestimme  die  Brenn- 
punkte F  und  Fl  durch  FY  =  F^  Y  =  a .  Ziehe  x  x^  =  XX^ 
=  2  a,  nimm  darauf  Punkt  a^  beliebig  an,  beschreibe  um  F 

Y 


mit'  X  a^  und  um  F^  mit  x^  a^  Kreisbögen,  die  sich  in  Aj 

und  B^  schneiden  usf.   A^  und  B^  sind  Punkte  der  Ellipse. 

(Begründung:     r  +  ri  =  2a,  s.  §  71,24-) 


Allgemeine  Gleichung  zweiten  Grades. 
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3.  Hyperbel. 

Ziehe  x  x^  =  2  a ;  nimm  auf  der  Yerlängerung  von 
xxj   einen  Punkt  a^  an  und  beschreibe  um  F  mit  xa^ 


und  um  F^  mit  x^  a^  Bögen,  die  sich  in  A^  und  Bj 
schneiden.  A^  und  B^  sind  Punkte  der  Hyperbel. 
Verfahre  ebenso  mit  ag  usf. 

(Begründung:     r  —  r^  =  2  a ,  s.  §  71, 24.) 


§  73.    Allgemeine  Gleichung  zweiten  Grades. 

(1)    aiix2+2ai2xy+a22y2  +  2ai3X+2a23y+a33  =  0  . 

1.  Nach  Division   der  Gleichung   (1)   mit  agg   zeigt 
sich,   daß   die  Gleichung  fünf  unabhängige  Konstanten 
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enthält;    eine   Kurve    zweiten   Grades   ist   daher  durch 
fünf  Punkte  bestimmt. 

2.  Die  Koordinaten  des  Mittelpunktes  bestimmen 
sich  aus  den  Gleichungen: 

—  f^  =  aiix  +  ai2y  +  ai3  =  0, 

—  f;  =  ai2X  +  a22y  +  a23  =  0  . 

3.  Polare  des  Punktes  (xj^,  yi): 

(x-Xi)f^,+(y-yi)f;.+  2f(xi,yi)  =  o, 

oder 

anXiX  +  ai2(xyi+xyi)  +  a^2yiy  +  ai3(Xi+x) 

+  ^23  (yi  +  y)  +  %3  =  0  . 

Regel:  Die  Gleichung  der  Polare  von  (x^,  y^)  wird 
erhalten,  indem  man  in  die  Kurvengleichung  für 
x2,  y2^  2xy,  2x,  2y  bzw.  x^x,  y^  y,  x^y  +  xy^, 
Xi+x,  yj+y  setzt. 

Die  Gleichimg  der  Polare  ist  Gleichung  der 
Tangente  im  Punkt  (x^,  y^),  wenn  dieser  auf  der 
Kurve  liegt. 

4.  Durchmesser  konjugiert  zu  den  Sehnen,  welche 
mit  der  X-Achse  den  Winkel  oc  machen: 

cos  oc  ti -\- sin  ociy  =  0     oder 

cosÄ(aiiX -f  ai2y  +  a^s)  +  sinÄ(ai2X  +  a22y  +  a^s)  =  0  . 

5.  Die  Richtung  der  Hauptachsen  (zwei  zuein- 
ander senkrechte  konjugierte  Durchmesser),  von  welchen 
die  eine  mit  der  X-Achse  den  Winkel  oc  bildet,  ergibt 
sich  aus: 


tg2a 


2  a. 


12 


^2 


%1    %2 

%3 

A  = 

ai2  ^2  ^3 

%3    %3    %3 

Lo  = 

%1    %2 

_. 

*-83 

^12    ^22 
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6.  Besprechung   der  allgemeinen  Gleichung 
zweiten  Grades. 
Es  sei 

%1  (^2  %3         ^23)  ~1~  %2  (%3  %3 
%2  %3)  +  %3  (%2  %3         ^22  ^s) 

%1  ^2         %2  • 

Die  Gleichung  zweiten  Grades  stellt  nun  dar: 
I.  Eigentlichen    Kegelschnitt,     wenn     A^O 
und  zwar 

1.  Ellipse,  wenn  A33>0;  dieselbe  ist  reell  oder 
imaginär,  je  nachdem  a^^  und  A  verschiedene  oder 
gleiche  Vorzeichen  haben;  sie  ist  ein  Kreis,  wenn 
aii  =  a22  und  a^g  =  0  ; 

2.  Parabel,  wenn  A33  =  0  ; 

3.  Hyperbel,  wenn  A33  <0  ;  — 

n.  Zerfallenden  Kegelschnitt,  wenn  A  =  0 
und  zwar 

1.  reelles,  sich  schneidendes  Geradenpaar, 
wenn  A33  <  0 ; 

2.  paralleles  Geradenpaar  (reell  und  ver- 
schieden, zusammenfallend,  oder  imag.),  wenn  A33  =  0; 

3.  imaginäres,  sich  schneidendes  Geradenpaar, 
wenn  A33  >  0  . 

Anderes  Verfahren:  die  Gleichung  sei 
Ax2  +  2Bxy  +  Cy2_|_Dx  +  Ey4-F  =  0; 
sie  stellt  Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel  dar,  je  nach- 
dem bzw.  B2 


AC^O 


> 
Um  zu  untersuchen,  ob  das  Gebüde  reell,  imaginär 

oder  zerfallend  ist,   löse  man   die  gegebene  Gleichung 
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nach  einer  der  Veränderlichen,  z.  B.  nach  y,  auf.  Wird 
der  Radikand  der  auftretenden  Quadratwiu-zel  für  einen 
gewissen  Bereich  der  Werte  von  x  positiv,  so  ist  das 
Gebilde  reell;  ist  er  für  alle  Werte  von  x  negativ,  so 
ist  es  imaginär;  ist  er  ein  Quadrat,  d.  h.  die  Wurzel 
ausziehbar,  so  ist  es  zerfallend.  ; 

§  74.     Gleichungen  weiterer  Kurven. 

A)  Algebraische  Kurven. 

Q 

1.  Neilsche  Parabel  y  =  ax^. 

2.  Lenmiskate  (x2  4-y2)2  _a2(x2  — y2)  _  o  oder 

J.2  (1-2  _  ^2  COS  2  99)  =  0  . 

3.  Konchoide  x2y2  =  (b  +  y)2  (a2  —  y2)  oder 
(x2-f  y2)(y  — b)2  =  a2y2     oder     r  =  a-f 


4.  Cissoide  y 2  (a  —  x)  =  x^  .  ^^^  ^ 

5.  Descartessches  Blatt  x^  -|-  y^  =  3  a  x  y  . 

6.  Cassinische     Kurve     (x2  -)-  y2)2  —  2  a2  (x2  —  y2) 

=  b^-a*. 

7.  Kardioide  (y2  +  x2  — ax)2  =  a2  (x2  +  y2)  oder 

r  =  a  (1  -j-  cos  99)  . 


B)  Transzendente  Kurven. 

1.  Logarithmische  Linie  y  =  me*  . 

2.  Kettenlinie    y 


m  ('  ^        -  " 
\e^  +  e    */ 


2 

3.  Zykloide,  beschrieben  von  einem  bestimmten 
Punkt  P  auf  dem  Halbmesser  eines  Kreises,  der  auf 
einer  Geraden  rollt  (a  Halbmesser  des  rollenden  Kreises, 
a^  Mittelpmiktsabstand  von  P,  99  =  arc  -<  P  0  X  ,  X  Be- 
rührungspunkt):  |x  =  ay-aisin^ 
\  y  =  a  —  a^  cos  9?  . 


Gleichungen  weiterer  Kurven. 
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4.  Epizykloide,  besclirieben  von  dem  Punkt  P 
(s.  Nr.  3),  wenn  der  Kreis  auf  der  Außenseite  eines 
Kreises  (Halbmesser  b)  rollt: 


X  =  (a  +  b)  sin 
y  =  (a  +  b)  cos 


&(p 

IT 

a,(p 


.    a  +  b 
a^sm     ^-(p 


a,  cos-  , —  qp 
b 


5.  Hypozykloide,  beschrieben  von  dem  Punkt  P 
(s.  Nr.  3),  wenn  der  Kreis  auf  der  Innenseite  eines 
Kreises  (Halbmesser  b)  rollt: 


aq) 


X  =  (b  —  a)  sin    -^-  —  a^  sm  -- 


b  — a 


cp 


(b  — a)coS" 


8iq) 


a^  cos-  - — (p  . 


Die  Zykloide,  ebenso  die  Epi-  imd  Hypozykloide 
ist  die  gestreckte,  gemeine  oder  verschlungene,  je  nach- 
dem a^  =  a . 

6.  Spirale  des  Archimedes  (lineare  Spirale)  r  =  a  99 . 

7.  Parabolische  Spirale  r^  =  2  p  99  . 

a 

8.  Hyperbolische  Spirale  r  =  —  . 

w 

9.  Logarithmische  Spirale  r  =  m  e*  . 

10.  Kreisevolvente  (Tangente  =  dem  Bogen  zwischen 
einem  festen  Punkt  des  Kreises  imd  dem  Berührimgs- 
punkt):  r  =  a"|/l  +  99^,  t/;  =  99  —  arc tg 99  . 


Bürklen,  Formelsammlung. 
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II.  Geometrie  des  Raumes. 

§  75.     Koordinaten-*)  und  Größenbeziehungen. 

0  Ursprung,  P  ein  Punkt  im  Kaum,  OP  =  r; 
oc,  ß^  y  Winkel  der  OP  mit  den  positiven  Teilen  der 
Koordinatenachsen;  x,  y,  z  die  Koordinaten  von  P. 

1.  Ein  Punkt.  Die  Koordinaten  des  Punktes  P 
sind  die  Projektionen  von  OP  auf  die  Achsen: 

X  =  r  cos  öc  ,       y  =  r  cos  ^  ,       z  =  r  cos  y  , 

r  =  yx2  -|-y2_|_22  ^         COS^^ -j-COS^^^-j-COS^j;  =  1  . 

2.  Zwei  Punkte,     (x^ ,  y^,  z^)  und  (xg,  yg,  Zg)  . 

OPi=ri,   0P,=r3; 
COS  (r^L ,  r2)  =  ^^^  ^1  ^^^  ^2  +  COS  yÖ^  cos  ß^  +  cos  /^  cos  y.^ 
^  Xi  Xg  +  yi  y2  +  H  H 

1-1^2 

Stehen  r^^  und  rg  senkrecht  aufeinander,  so  ist 
cos  ^1  cos  ^2  +  cos  1^1  cos  1^2  +  COS  y^  cos  72  =  ^  • 


Entfernung      e  =  /(x,  -  Xi)^  +  (y^  -  yi)^  +  (^2  -  ^i)'  • 
Für   Punkt    P(x,  y,  z),    der    P^  P2    im  Verhältnis 

m:n  =  A:l    teüt    (P^  P  :  PP2  =  m  :  n) ,    ist 

mx2  +  nxi  my2+nyi  mzg+nzj 


^  m  +  n'*^  m  +  n'"  m  +  n' 

oder     x_^V±i^  ._yi+Ay2        „      z,+>lz2, 

sind  m  und  n  ungleichzeichig,   bzw.  ist  X  negativ,    so 
liegt  P  außerhalb  Pj  Pg  . 

3.  Projektionen.  Ist  1  eine  Strecke,  f  eine 
Fläche,  sind  ferner  1^,  \,  I3,  b2w.  f^,  fg,  fg,  ihre 
Projektionen  auf  die  Koordinatenebenen,  so  ist 

*)  Es  sind  stets,  wofern  nichts  anderes  bemerkt  ist, 
rechtwinklige  Koordinaten  vorausgesetzt. 
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1.         i?  +  il  +  ii  =  2i2, 

2.  ff  +  fl  +  fi  =  P. 

fj=fcosöc,   f2=fcosyö,   f3=fcos)^;    oc^ß^y  Nei- 
gungswinkel der  f  gegen  die  Koordinatenebenen. 
4.  Inhalt  V  der  dreiseitigen  Pyramide. 

1.  Eine  Ecke  im  Ursprung,    die  drei   anderen 
Ecken  sind  (x^,  y^,  z^),  (xg,  y2,  z^),  (xg,  yg,  Zg)  . 

V=— [xi(y2Z3— y3Z2)+X2(y3Zi— yiZ3)  +  X3(yiZ2— ygZi)] 


xi  yi  zi 

^2  3^2  ^2 
^3  ^3  Z3 

2.  Liegt  die  erste  Ecke  nicht  im  Ursprung, 
sondern  im  Punkt  (x,  y,  z),  so  ergibt  sich  Y,  indem 
man  das  Koordinatensystem  parallel  verschiebt,  so  daß 
der  Ursprung  mit  (x,  y,  z)  zusammenfällt;  man  hat 
alsdann  im  vorigen  Ausdruck 
statt  Xj^,y^,Zi  zu  setzen  x-,^ — x,  y^  —  y,  z-^  —  z  usf. 
Liegt  (x,  y,  z)  in  derselben  Ebene  mit  den  drei 
übrigen  Punkten,  so  ist  Y  =  0 ;  dies  ist  die  Gleichung 
der  Ebene  durch  jene  drei  Punkte. 

§  76.     Änderung  des  Koordinatensystems. 

1.  Parallele  Yerschiebung   der  Achsen;   a,  b,  c 
Koordinaten  des  neuen  Ursprungs. 

x  =  a  +  x',        y  =  b  +  y',        z  =  c  +  z'. 

2.  Drehung  um  den  Ursprung. 

OX'  büde  mit  OX,  OY,  OZ  die  Winkel   oc^,  ß^,  y^ 

^    ^  V  55  )5  V  V  V  V  ^2  1    r 2  5    72  1 

^  ^  55  V  V  55  55  55  55  '^3  5     ßs  1     TS  ' 

Schreibt  man  der  Kürze  halber  die  Buchstaben  der 
Winkel  für  ihre  Kosinus,  so  ist: 

11* 


^=7i^+  72  y  +  73  z' 
Zwischen    den   Kosinus 

7i 

ßl+ßl+ßl  = 

7l+7l  +  7l  = 

ßl  +  ^2  Ä  +  ^3  Ä  = 
7l  +  Ä  72  +  Ä  73  = 
^1  +  72  ^2  +  73  ^3  = 

=  1 

1 

-1 

=  0 
=  0 
^0 
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X  =  aix'+  ^2/+  ^3 z'       x'=  ^1  X  +  ^1  y  +  7i  z 
J  =  ßl^'+ß2j'+ß3^'         f=OC,x-\-ß,j  +  y,z 

z'=(XsX-\-ß3y  +  ysZ  . 
bestehen    die    Beziehungen 

^l  +  ßl-\-7l-^ 
^l  +  )5l  +  7l  =  l 

^l  +  /öi  +  7l=i 

^1  ^2  +  A  Ä  +  7i  72  =  0 

^2^3+ÄÄ  +  7273  =  ö 
^3^1+ÄA+737l=ö  . 

3.  Eulersche  Formeln  für  den  Übergang  von 
einem  rechtwinkligen  System  0 ,  X  Y  Z  zu  einem  anderen 
rechtwinkligen  0,  X'Y'Z'  mit  demselben  Ursprung.  Es 
sei  OA  die  Spur  der  OXT'- Ebene  in  der  OXY-Ebene, 
<AOX  =  'v^,    <AOX'=99,     <Z0Z'=6),    dann   ist 

X  =  x' (cos 99  cos^  —  sin 99  sin?/;  cos  0) 

+  y'  ( —  sin  99  cos  if  —  cos  99  sin  t/;  cos  G)  +  z'  sin  ^  sin  0 
y  =  x'  (cos  99  sin  7/;  -f  sin  99  cos  yj  cos  0) 

-j-  y '( —  sin  99  sin  1/;  +  cos  99  cos  ip  cos  0)  -f  z'( —  cos  ip  sin  O) 
z  =  x'  sin 99  sinO  -]-  y'  cos 99  sin  0-\-z'  cos  0  . 

4.  Polarkoordinaten.  OP  =  r,  99  Winkel 
zwischen  OP  und  der  XY- Ebene,  gezälilt  von  der 
letzteren  gegen  die  4-Z- Achse  hin  (von  —90^  bis 
+  90^);  if  ist  der  Winkel,  den  die  Ebene  ZOP  mit 
der  Ebene  ZOX  bildet,  gezählt  von  der  -f  X-Achse 
aus  im  positiven  Drehungssinn  von  0^ — 360*^. 

Übergang  von  rechtwinkligen  Koordinaten  zu  Polar- 
koordinaten und  umgekehrt: 

z  ^ 

1.  r  =  yx^ -}-y2-|-z2,     sm99  =  ~,     cosi/;^ 

sin^ 


yx2  +  y2 

y 

yx2+y2 
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{X  =  r  cos  q)GOSip 
y  ^  r  cos  (p  sin  yj 
z  =  r  sin  99  . 

§  77.    Allgemeine  Sätze. 

1.  Eine  Fläche  ist  durch  eine  Grleichung  zwischen 
X,  j  und  z  bestimmt.  Die  Bedingung  dafür,  daß  der 
Punkt  (x^ ,  y^ ,  z^)  auf  der  Fläche  liegt,  deren  Gleichung 
F  (x,  y ,  z)  =  0  ist,  ist  F  (x^ ,  y^ ,  z^)  =  0  .  Eine  Fläche 
ist  ferner  darstellbar  durch  zwei  Gleichungen  in  x,  y 
und  z,  die  einen  veränderlichen  Parameter,  oder  durch 
drei  Gleichungen,  die  zwei  veränderliche  Parameter 
(s.  §  96, 1)  enthalten,  usf.     (S.  auch  §  80.) 

2.  Eine  Linie  ist  durch  zwei  Gleichimgen  in  x, 
y  und  z  bestimmt;  die  Linie  ist  die  Schnittlinie  der 
durch  jene  zwei  Gleichungen  dargestellten  Flächen. 
Jeder  Punkt,  dessen  Koordinaten  die  beiden  Glei- 
chungen F(x,  y,  z)  =  0  und  f  (x,  y,  z)  ^  0  befriedigen, 
liegt  auf  der  Schnittlinie  der  durch  die  beiden  Glei- 
chungen dargestellten  Flächen.     (S.  auch  §  95.) 

3.  Setzt  man  in  der  Gleichung  F(x,  y,  z)  =  0  eine 
der  Koordinaten,  z.  B.  z,  gleich  Null,  so  erhält  man  die 
Gleichung  der  Schnittlinie  der  Fläche  mit  der  Ebene 
der  anderen  Koordinaten,  z.  B.  der  XY -Ebene. 

4.  Eliminiert  man  aus  den  Gleichungen  zweier 
Flächen  eine  Koordinate,  so  erhält  man  die  Gleichung 
der  Projektion  der  Schnittlinie  beider  Flächen  auf  die 
Ebene  der  beiden  anderen  Koordinaten.  Bestimmt  man 
aus  den  Gleichungen  dreier  Flächen  die  gemeinschaft- 
lichen AVerte  von  x,  y,  z,  so  stellen  diese  die  Koordi- 
naten der  Schnittpunkte  der  drei  Flächen  dar. 

5.  F  (x,  y ,  z)  +  ^  f  (x,  y ,  z)  =  0  gibt  die  Gleichung 
einer   Fläche    an,    welche    durch   die    Schnittlinie   oder 
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die     gemeinschaftlichen    Punkte     der    beiden    Flächen 
F  (x,  y ,  z)  =  0  und  f  (x,  y,  z)  =  0  geht. 

§  78.    Die  Ebene. 

a,  b,  c  Abschnitte  der  Ebene  auf  den  Koordinaten- 
achsen; a,  ß,  y  die  Winkel,  welche  das  Lot  vom  Ur- 
sprung auf  die  Ebene  mit  den  Achsen  bildet,  p  die 
Länge  dieses  Lotes. 

1.  Gleichungsformen  für  die  Ebene: 

1.  allgemeine  Form  Ax  +  By  +  Cz  +  D^O  (E), 

3.  „xcos^~|-ycos/5  +  zcos}^— p  =  0. 

(Normalform  N.) 

Spur  in  der  X Y-Ebene     Ax  +  By  +  D  =  0, 
„       „     „     YZ-     „  By+Cz+D  =  0, 

„       „     „     ZX-     „         Ax+Cz+D=0. 

Achsenabschnitte: 

D       ,  D  D 

a  =  -^,     b  =  --^,     c  =  --. 

Lot  vom  Ursprung: 


p  =  a  cos  ^  =  b  cos  ß  ^  c  cos  / 


+yA2+B2+c2 

(Das  Yorzeichen  der  Wurzel  wird  so  gewählt,  daß 
p  positiv  wird.) 

Winkel  des  Lotes  p  mit  den  Achsen  aus: 

p  Ap       ,  A 

cos  «:-=  —  =  —  -zf  =  +    ,  -  =1=^     usf. 

a  D       —  yA2  +  B2-f  C2 

2.  Besondere  Fälle: 

{x  =  a  Ebene  pai'allel  zur  YZ -Ebene, 

y  =  b     „         „  „    ZX-    „ 
Z  =  C         ..                   .^  .^       ^  X  -       11 


Die  Ebene. 
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{Ax-|-By+D  =  0  Ebene  parallel  zur  Z- Achse 
Ax+Cz  +  D  =  0       „  „         „   Y-     „ 

By+Cz  +  D  =  0       „  „         „    X-     „ 

Ax-l-ßy-|-Cz  =  0    „    durch  den  Ursprung, 
f  Ax-1-By  =  0  „         „      die  Z- Achse 


Ax4-Cz  =  0  „         „        „   Y-     „ 

[  ByH-Cz  =  0  „  „        „   X-     „ 

3.  Ebene  durch  den  Punkt  (x^,  y^,  Zj): 
A{x-Xi)  +  B(y-yi)  +  C(z-Zi)  =  0,     wobei 


JlZll 

Z^Xil 

xiyii 

72^2  1 

,      B  = 

z^x^l 

,     c  = 

XaJsl 

73%  1 

Z3X31 

Xa  ys  1 

A 


(s.  auch  §  75,4,2)- 

4.  Abstand  e  eines  Punktes  (x^,  y^^,  z^)  von  der 
Ebene  E  oder  N  (s.  1.): 

Axi-fByi4-Cz.+D 

e  =  — - — ,^       '      £=^ — =XiCOsa:  +  yiCOSö  +  z.cosy— p. 

+  /A2+B2+C2 

5.  Zwei  Ebenen 

Ax+By+Cz  +  D=:0    und    A^x+B^y  +  OiZ  +  Di^O ; 

A  _   B  _^ 

-     —     CT' 


1.  sie  sind  parallel,   wenn 

Ai        Bi 

also  Gleichungen  zweier  paralleler  Ebenen 
J  Ax  +  By  +  Cz  +  D   =0 
|Ax-fByH-Cz  +  Di  =  0     oder 
I  X  cos  a  -|-  y  cos  ^  +  z  cos  7  —  p   =0 

\  X  cos  (%  +  y  cos  |5  -|-  z  cos  7  —  pi  =  0  . 

2.  Abstand  zweier  paralleler  Ebenen: 


D. -D 

+  -7— "^  --- 


]/A2  +  B2  +  C2 


Pl-P- 
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0;- 1.-         3.  Winkel  99  zweier  Ebenen  aus: 
cos  99—  ^  ^  ^ 


_f.y(A2-fB2  4-C2)(A?  +  B?  +  C?) 
':  4.  Sie  sind  senkrecht,  wenn  cos99  =  0,  d.i.  wenn 

AAi  +  BBi  +  CCi=0  . 

6.  Ebenenbüschel.  Sind  A^  =  0  ,  Ag  =  0  die 
Gleichungen  zweier  Ebenen  (1)  und  (2)  in  Normalform, 
so  ist  die  Gleichung  einer  dritten  Ebene  (3),  die  durch 
die  Schnittlinie  der  beiden  ersten  geht, 

Ai  -  A  A2  =  0  . 
Sind  (3,1),  (3,  2)  die  Neigungswinkel  zwischen  (3) 
und  den  beiden  gegebenen  Ebenen,  so  ist  : 

^^sin(3,  1) 
sin(3,  2)  ■ 
Die  Halbierungsebenen  der  von  den  beiden  Ebenen 
gebildeten  Keile  haben  daher  die  Gleichung 
•\;.  Ai +A2  =  0  . 

7.  Drei  Ebenen  durch  eine  Gerade. 

Damit  drei  Ebenen  E^  =  0,  Eg  =  0,  E3  =  0  sich  in 
derselben   Geraden   schneiden ,    ist  notwendig  und   hin- 
reichend, daß  es  drei  von  Null  verschiedene  Zahlfaktoren 
hl  ^2)  ^3  &ib^5  ^^^  welche  die  Identität  besteht: 
^1  Ej^  4-  ^2  Eg  +  ^  E3  ^  0  . 

8.  Yier  Ebenen  durch  einen  Punkt.  Damit  vier 
Ebenen  E^  =  0,  Eg  =  0,  E3  =  0,  E^  =  0  durch  einen 
und  denselben  Punkt  gehen,  ist  notwendig  und  liin- 
reichend,  daß  die  Identität  besteht: 

;i,Ei+4E2  +  4E3+A4E,  =  0. 

§  79.     Gerade  Linie;  gerade  Linie  und  Ebene. 

1.  Jede  Gerade  ist  durch  zwei  imabhängige  Glei- 
chungen ersten  Grades  zwischen  x,  y  und  z  bestimmt. 
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Allgemeine  GHeichungsformen: 

(2)  jy  =  nix-fb 

^^  ^z==nx+c. 

Eine   Gerade  parallel   zur  YZ-Ebene   ist   durch   (2) 
nicht  darstellbar;  ihre  Gleichungen  sind 
x  =  a,       y  =  pz  +  q. 
Die    Koordinaten    der    Spuren   in    der    XY-,    YZ-, 
XZ-Ebene  ergeben  sich  aus  bzw.  z  =  0,  x  =  0,  y  =  0. 
2.  Besondere  Fälle: 
y  =  mx-|-b 


Gerade  parallel  zur  XY-Ebene. 

z  =c  ^ 

^  ~'         ,  Gerade  parallel  zur  XZ-Ebene. 

z  =nx+  c  ^ 

z  =  P  y  +  q      Gerade  paraUel  zur  YZ-Ebene. 
x  =  a  ^ 


( 
{_^ 

2.  <  "  __  Gerade  parallel  zur  X-Achse ;  ]  _rj  X-Achse. 
<^  '~  Gerade  parallel  zur  Y-Achse;  <  ~^  Y-Achse. 
l     ~,    Gerade  parallel  zur  Z-Achse;  <   ^~^   Z-Achse. 

3.  <  ^  _  Gerade  durch  den  Ursprung. 

3.  Winkel  mit  den  Achsen  oc,  ß,  y: 
y  =  mx-l-h,       z  =  nx4-c,     so  ist 

cos  (X  =  ~—===r.  ,  COS  ß 


/l  +  m2-|-n2  yi  +  m^  +  n' 

n 

cos  y 


yi+ 


m^ 
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4.  Gerade  bestimmt  durch  einen  Punkt  (x^,  y^,  z^) 
und  Richtung  (a,  ß^  y)\ 

X  —  xi  ^  y  -  yi  ^  z  —  z^ 

cos  (X  cos  ß         cos  / 

5.  Gerade  durch  zwei  Punkte  (x^,  y^,  Zj),  (Xg,  yg,  Zg): 

X  — Xi  ^  y  —  Ji^  ^  z  — Zi 
X2      x^      y2      yi       Zg      Zj^ 
Durch   den  Ursprung  und   den   Punkt  (x^,  y^,  z^): 

xi  ~~  yi      h' 

6.  Zwei  gerade  Linien: 
y  =  mx  +  b  ry  =  mix  +  bi 
z=nx+c          [z=niX-|-Ci. 

1.  Die  Geraden  schneiden  sich,  wenn 
(m  —  m^) :  (n  —  n^)  =  (b  —  b^) :  (c  —  c^)  (s.  u.  5.). 

2.  Sie  sind  parallel,  wenn  mi=m,  ni=n. 

3.  Der  Winkel  cp  der  Geraden  ergibt  sich  aus 
1  +  m  m^  -f  n  n^ 


{ 


cos  w  =  — 

y(l_|.ni2  +  n-^)(l+nif4-n?) 

4.  Sie  sind  senkrecht,  wenn  cos  99  =  0,  also  wenn 

l-|-mmi+nnj  =  0  . 

5.  Kürzester  Abstand  zweier  Geraden: 
e=      (b  —  \)  (n  -  nj  -  (c  -  Ci)  (m  -  mj  ^ 

^|{m  ni  —  mi  n)2  +  (m  —  mi)2  +  (n  -  n^Y 


6.  Abstand  e  zweier  paralleler  Geraden 
y  =  mx4-b        y  =  mx  +  bi 
z=nx+c        z==nx+Ci: 

1/F2  +  G2  +  H2 

j_ wobei 


{•; 
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F  =(b  — bi)in  +  (c  — Ci)n, 

G  =  (c-Ci)mn-(b-bi)(l+n2), 

H  =  (b  —  bi )  m  n  —  (c  —  Ci )  ( 1  +  m2)  . 

7.  Grerade  und  Ebene: 

ry  =  nix  +  b     ^^^^     Ax  +  By  +  Cz  +  D  =  0. 
I  \z=nx+c 

^  1.  Die  Gerade  liegt  in  der  Ebene,  wenn 

A  +  Bm+Cn  =  0     und     Bb  +  Cc  +  D  =  0. 
I  2.  Die  Gerade  ist  parallel  der  Ebene,  wenn 

-  A  +  Bni  +  Cn  =  0. 

3.  Winkel  co  zwischen  der  Geraden  und  der 

Ebene  aus 

A+Bm+Cn 

sin  CO  =  —, — =  . 

-|/(A2  +  B2  +  C2)  (1  +  m2  +  n2) 

4.  Die  Gerade  ist  senkrecht  zur  Ebene,  wenn 

B  C 

X=="'        A="- 

5.  Beliebige  Ebene  durch  die  Gerade 

y  =  nix  +  b,       z  =  nx  +  c: 
y— mx— b^^ 
z  — n  X  —  c 

8.  Ebene   durch  Punkt   (x^,  y^,  z^)    senkrecht    zur 

Geraden  ,  , 

y  =  nix-|-b,       z  =  nx  +  c: 

(x  —  Xj)  +  m  (y  —  yi)  +  n  (z  —  zj  =  0  . 

9.  Gerade   durch  Punkt  (x^,  y^^,  z^)   senkrecht   zur 
Ebene  Ax  +  By-f  C  z +  D  =  0:  ^ 

Z-Zi  =^(x-xi). 
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10.  Ebene  durch  zwei  sich,  schneidende  gerade 
Linien  (s.  Nr.  61): 

|z  =  nx+c       \z  =  niX-|-Ci 

y  —  mx  —  b      b  —  b,        :,  m  —  m, 

oder = oder     = . 

z  —  nx  —  0       c  —  Cj^  n  —  n^ 

Ebene  durch  zwei  parallele  Grerade: 

y  —  m  X  —  b      b  —  bi 

z  —  nx  —  c       c  —  c^' 

11.  Ebene  durch  eine  Grerade  y=mx  +  b,  z=nx+c 
parallel    zu     einer     zweiten     Greraden     y  =  nij^  x  -}-  b^ 
z  =  n^  X  +  c^ : 

(mni— inin)x+(n— ni)y— (m— mi)z=bi(n— n^)— Ci(m— mj). 

12.  Ebene  durch  einen  Punkt  (xi,yi,z^)  parallel 
zu  zwei  Greraden: 

(mni-min)(x-xi)  +  (n-ni)(y-yi)-(ni-nii)(z-zi)  =  0. 

§  80.    Erzeugung  von  Flächen. 

Allgemeines:  Enthalten  die  Grleichungen 
1)       F(x,y,z,p)  =  0,  2)       f(x,y,z,p)  =  0 

einer  Linie  einen  veränderlichen  Parameter  p,  so  stellen 
sie  eine  bewegliche  Linie  dar.  Die  Gleichung  der 
durch  die  bewegte  Linie  erzeugten  Fläche  wird  erhalten, 
indem  man  aus  den  Gleichungen  (1)  und  (2)  p  eliminiert. 

Enthalten  die  Gleichungen  F  (x,  y,  z,  p,  q,  . . .)  =  0, 
f(x,y,  z,p,q,  ...)  =  0  der  Beweglichen  n  veränder- 
liche Parameter  p ,  q  • . . ,  die  durch  n  —  1  Gleichungen 
miteinander  verbunden  sind,  so  ist  die  Gleichung  der 
erzeugten  Fläche  das  Eliminationsresultat  der  n  Para- 
meter p,  q  ...  aus  den  n  +  1  gegebenen  Gleichungen.  — 
Die   n  —  1    Bedingungsgleichungen    sind    in    der  Regel 
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der  analytische  Ausdruck  dafür,  daß  die  bewegliche  Linie 
auf  n  — ^  1  festen  gleitet.  —  Die  Bedingung  dafür,  daß  eine 
Linie  eine  andere  schneidet,  erhält  man,  indem  man  aus 
den  vier  Grleichungen  beider  Linien  x,  y,  z  entfernt. 
Eegelflächen  werden  erzeugt  durch  die  Bewegung 
einer  Greraden;  da  die  Gleichungen  einer  Geraden  im 
allgemeinen  vier  Konstanten  (Parameter)  enthalten,  so  sind 
drei  Leitlinien  nötig.  Man  unterscheidet  abwickelbare 
und  windschiefe  Eegelflächen.  Bei  den  ersteren  liegen 
zwei  unendlich  nahe  Mantellinien  in  einer  Ebene  (z.  B. 
Zylinder-  und  Kegelfläche),  bei  den  letzteren  nicht  (ein- 
schaliges Hyperboloid,  hyperbolisches  Paraboloid). 

A)   Zylinderflächen. 
L  Leitlinie:    1)   ^^(x,  y,  z)  =  0  , 
2)   v^(x,y,  z)  =  0. 
Erzeugende :    3)  y  =  m  z  +  y^  ,     4)  x  =  p  z  +  Xq  . 
Eliminationsresultat  von  x,  y,  z  aus  1)  bis  4): 

5)  F(x<„y„)=0. 
Gleichung  der  Zylinderfläche: 

6)  F(x  — pz,  y  — mz)  =  0  . 

n.  Allgemeine  Gleichung  der  Zylinder  flächen: 
F[(ax4-by  +  cz  +  d),     (a^  x  +  b^  y  +  q  z +  di)]  =  0  . 

B)   Kegelflächen. 
'       Spitze:   (x^,  y^,  z^). 

L  Leitlinie:        1)     99(x,  y,  z)=0, 
2)     v^(x,  y,  z)  =  0. 
Erzeug.  Mantellinie:    3)     x  —  x^  =  p  (z  —  z^)  , 

^)    y  — yi  =  iTi(7^  — zi)  • 

Elim.-Resultat  von  x,  y,  z  aus  1)  bis  4): 
5)     F(m,  p)  =  0. 
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Gleichung  der  Kegelfläche  (Elim.-Resultat  von  m  und  p 
aus  3)  bis  5)): 

6)     F(^-^,y^Ii)=-0. 
V  z  —  z^      z  —  z^  / 

Liegt  die  Spitze  im  Ursprung,  so  ist  die  Gleichung 
der  Kegelfläche  f(  —  ,  — 1  =  0,  d.  h.  sie  ist  homogen. 

Die  Gleichung  ax2-fby2_|-cz2-fdxy-fexz+fyz  =  0 
stellt  einen  Kegel  zweiten  Grades  dar  mit  der  Spitze 
im  Ursprung. 

n.  Allgemeine  Gleichung  der  Kegelflächen: 
F  /%x  +  b^yH-CiZ  +  di     a^  X  +  b^  y  +  c^  z  +  d2\  ^  ^ 
\  ax  +  by  +  cz  +  d    '      ax  +  by  +  cz  +  d   / 

C)   Drehflächen. 

I.  Z-Achse  ist  Drehachse. 

Erzeugende:     1)   99(x,y,  z)  =  0,   2)  i/;(x,  y,  z)  =  0; 

ParaUelkreis:    3)   x2  +  y2  =  r2,      4)  z=d; 
BediQgungsgleichung  (EHm.-Result.  von  x,  y,  z  aus  1) 
bis  4)):  5)  F(r,  d)  =  0;  Gleichung  der  Drehfläche 
(Elim.-Result.  von  r  und  d  aus  3)  bis  5)): 
6)     Fd/xM-T*,  z)  =  0. 

II.  Drehachse  durch  den  Punkt  (xq,  yQ,  Zq), 
öc,  ^,  7  Richtungswinkel  derselben: 

Erzeugende:   1)  und  2)  wie  bei  I. 

Parallelkreis:|3Hx-x«):+(y-yoF+(-^o)Yr^=0; 

[  4)  xcosa:+ycosp  +  zcos7  — a=0  . 

Bedingungsgleichung  (Eüm.-Resultat  von  x,  y,  z  aus  1) 

^^*)'--  5)     F(r,d)  =  0. 

Gleichung  der  Drehfläche  (Elim.-Resultat  von  r  und  d 

aus  3)  bis  5)): 
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6)     ,  r(y(x-Xo)2  +  (y-yo)^  +  (z-Zo)2, 
X  cos  öc  +  y  cos  ^  +  z  cos  j;)  =  0  . 
Geht  die  Drehachse  durch  den  Ursprung,  so  geht  6)  über  in 
gl)    F  (yx2  +  y2 -[- z2 ,     xcosa  +  ycos^  +  zcos7)  =  0. 

D)    Konoidische   Flächen. 

Eine  Gerade  bewegt  sich  so,  daß  sie  die  Z-Achse 
und  eine  Leitlinie  beständig  schneidet  und  dabei  der 
XY-Ebene  parallel  bleibt. 

Leitlinie:    1)   99(x,  y,  z)  =  0,     2)   ?/;(x,  y,  z)  =  0  ; 

Erzeugende :    3)   —  =  m  ,       4)   z  =  d  . 

Elim.-Resultat  von  x,  y,  z  aus   1)  bis  4): 

5)     F(m,  d)  =  0. 
Gleichung     der    Konoidfläche    (Elim.- Resultat 
von  m  imd  d  aus  3)  bis  5)): 

G)    Fg-,z)  =  0. 

Beispiel:  Schrauben  fläche.  Die  Leitlinie  dieser 
Konoidfläche  ist  die  Schraubenlinie: 

X  =  r  cos  t ,        y  =  r  sm  t  ,        z  =  - —  , 

2  71 

deren    Achse    die    Z-Achse    ist.       Die    Gleichung    der 

y  2  TT  z 

Schraubenfläche  ist:    —  =  tg^- — . 
X  h 

Flächen  zweiter  Ordnuog. 

§  81.    Allgemeines. 

Die  allgemeine  Gleichung  der  Flächen  zweiter  Ord- 
nung ist: 

f  (x,  y ,  z)  =  aii  x2  -f  a22  y2  -f  agg  z'^  -f  2  ai2  x  y  +  2  a^g  x  z 
+  2  a^e  y  z  +  2  ai4  X  +  2  a24  y  +  2  ao^  z  +  a^^  =  0  . 
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1.  Die   Koordinaten    des   Mittelpunktes    ergeben 
sich  aus  den  Gleichungen: 

I  I  fx  =  a^  X  +  ai2  y  +  ai3  z  +  ai4  =  0  , 

l  ifz=ai3  X  + 8^3  7  + a33Z  + 33^  =  0  . 

2.  Durchmesser-(Dianietral-)Ebene  zugeordnet  der 
Eichtung  x  =  mz,    y  =  nz,    bzw.    <^ a ,  ß^  y\ 

nifx  +  nfy4-f2  =  0  ,     bzw.. 
cos  Ä  fx  +  cos  /9  f^  -|-  cos  7  f^  =  0  . 

3.  Durchmesser    zugeordnet    der    Richtung    der 
Ebene  Ax  +  ByH-Cz  +  D  =  0,    bzw. 

X  cos  öc  4"  y  cos  /5  +  z  cos  j;  —  p  =  0 : 

f        f        f  f  f  f 

—       —  bzw.  — 


A        B        C  cos  (K       COS  ß       cos  7 

4.  Polarebene  zum  Punkt  (x-^,  y^,  z^),  d.  h.  Ort 
des  Punktes  auf  einer  durch  (x^,  y^,  z^)  gehenden 
Sekante,  welcher  diesem  Punkt  in  Beziehung  auf  die 
zwei  Schnittpunkte  der  Sekante  mit  der  Fläche  harmo- 
nisch zugeordnet  ist: 

(x-xi)fx,+  (y-yi)fy,+  (z-zi)f.,+  2f(x,,yi,zi)  =  0. 

Liegt  der  Punkt  (x^ ,  y^ ,  z^)  auf  der  Fläche,  so  ist  seine 

Polarebene  zugleich  Berührungs ebene  an  die  Fläche. 

5.  Hauptdiametralebene  oder  Hauptebene  heißt 
jede  Ebene,  welche  senkrecht  ist  auf  den  von  ihr  hal- 
bierten Sehnen  (Haupt sehnen).  Die  Richtungskosinus 
öc,  j5,  7  dieser  Sehnen  und  die  Zahl  X  bestimmen  sich 
aus  den  Gleichungen: 

{    (a^  —  2)  öc  +  ai2  /5  +  ai3  7  =  0 

ai2  ^  -I-  (3^2  —  >^)  i^  +  ^23  7  =  0 

ai3  öc  -f  %3  /5  +  (%3  —  ^)  r  =  Ö 

öc2  +  ^2_|_y2_l   . 


(W) 
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X  ist  bestimmt  durch  die  kubische  Gleichung 

(R)     !  ai2  a^a  —  A  023  =^  :     oder 

(R)    ^3  _  ^a^^  +  %2  +  ^33)  ^'^  +  (an  ^2  +  ^2  %8  +  ^33  %i 

—  ai2  —  %3         ^23)  X         (%i  ^22  %3  ~T~  ^  %2  %3  %3         %1  %3 

^22  ajL3      agg  ai2)  =  0  • 

Die  Wurzehi  dieser  Gleichung  sind  reell ;  vermittels  A 
sind  oc,  ß,  y  aus  den  Gleichungen  (W)  erhältlich. 

6.  Hauptachsen,  Man  verschiebe  das  ursprüng- 
liche System  parallel  durch  den  Mittelpunkt  (xq,  y^,  z^), 
so  geht  die  allgemeine  Gleichung  über  in: 

(T)  a^i  x2  -f  a22  y2  +  agg  z2  -f-  2  ai2  X  y  4-  2  a^g  x  z 
+  2a23yz  =  M, 
hierbei  ist  M  =  — (ai4Xo  +  a24yo  +  a34Zo  +  a^^) ;    M:^0. 

Man  dividiere  die  Gleichung  (T)  mit  M  durch  und 
bilde  aus  den  Koeffizienten  der  neuen  Gleichung  die 
Gleichung  (R) ,  sie  werde  mit  F  (A)  =  bezeichnet.  Die 
Wurzeln  dieser  neuen  Gleichimg  seien  X^,  l^^  ^3,  dann 
sind  die  halben  Hauptachsen  der  Fläche  gegeben  durch 


i\,  n,n- 


7.  Allgemeine  Sätze. 

a)  Eme  Fläche  zweiter  Ordnung  wird  im  allgemeinen 
durch  neun  Punkte  oder  neun  Berührungsebenen  be- 
stimmt. 

b)  Eine  Fläche  zweiter  Ordnung  wird  von  einer 
Ebene  in  einer  Linie  zweiter  Ordnung  und  von  einer 
Geraden  in  zwei  Punkten  geschnitten. 

c)  Wenn  ein  Teil  des  Schnittes  zweier  Flächen 
zweiter  Ordnung  eine  ebene  Kurve  ist,  so  ist  auch  der 
übrige  Teil  eine  solche. 

Bürklen,  Formelsammlung.  12 
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d)  Wenn  ein  Punkt  eine  Ebene  durchläuft,  so  dreht 
sich  seine  Polarebene  um  einen  Punkt,  den  Pol  dieser 
Ebene,  und  umgekehrt. 

e)  Wenn  ein  Punkt  sich  auf  einer  Geraden  bewegt, 
so  dreht  sich  seine  Polarebene  um  eine  in  dieser  liegenden 
geraden  Linie  und  umgekehrt. 

f)  Durch  den  Pol  und  die  Schnittlinie  seiner  Polar- 
ebene mit  der  Fläche  zweiter  Ordnung  ist  der  zum  Pol 
als  Spitze  gehörige  Berührungskegel  bestimmt. 

g)  Wenn  der  Pol  einer  gegebenen  Oberfläche  zweiter 
Ordnung  eine  zweite  Oberfläche  derselben  Ordnung  be- 
schreibt, so  berührt  seine  Polarebene  eine  dritte  Ober- 
fläche zweiter  Ordnung  und  umgekehrt,  wenn  die  Polar- 
ebene einer  gegebenen  Oberfläche  zweiter  Ordnung  sich 
als  Berührungsebene  um  eine  zweite  Oberfläche  derselben 
Ordnung  herumbewegt,  so  beschreibt  der  Pol  eine  dritte 
Oberfläche  zweiter  Ordnung. 

§  82.    Einteilung:  der  Flächen  zweiter  Ordnung. 

Die  Flächen  zweiter  Ordnung  werden  nach  den  Wurzeln 
der  Gleichung  (R),  bzw.  F  (^)  =  0  (s.  §  8 1, 5  und  6)  eingeteilt. 

I.    Mittelpunktsflächen. 
F(A)  =  0  (s.  §  81,6)  hat  keine  Wurzel  gleich  0. 

A)  A^,  ^2?  h  haben  gleiche  Zeichen. 

1    1     1     .    ^    ...   .  |a)M>0(s.§81),  EUipsoid, 

1.  /ti,/2,/3positn.|^^  j^_^^   Punkt. 

2.  ^1,  ^2,  ^3  negativ:   Imaginäre  Fläche. 

B)  Zwei  Wurzeln  X  mit  gleichem,  die  dritte  mit 
entgegengesetztem  Zeichen. 

1.  Zwei  Wurzeln  positiv,  eine  negativ: 

a)  M>0,    einmanteliges  Hyperboloid, 

b)  M  =  0,    Kegel  und  Punkt. 
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2.  Zwei  Wurzeln  negativ: 

M>0,  zweimanteliges  Hyperboloid. 

n.    Nicht   zentrale   Flächen. 

Die  Gleichung  (R)  (s.  §  81,5)  hat  eine  oder  zwei 
Wurzeln  gleich  Null,  die  Flächen  haben  0  oder  unend- 
lich viele  Mittelpunkte. 

A)  Eine  Wurzel  X  ist  gleich  0,  kein  Mittelpunkt 
vorhanden.     Die  beiden  andern  Wurzeln  haben: 

1.  gleiche  Zeichen:  Elliptisches  Paraboloid; 

2.  ungleiche  Zeichen:  Hyperbolisches  Paraboloid. 
ß)  Eine  Wurzel  ist  gleich  Null,  unendlich  viele  Mittel- 
punkte auf  einer  Greraden.  Die  beiden  andernWurzeln  haben : 

1.  gleiche  Zeichen:  Elliptischer  Zylinder  oder 
eine  Gerade; 

2.  entgegengesetzte  Zeichen:  Hyperbolischer  Zy- 
linder oder  zwei  sich  schneidende  Ebenen. 

C)  Zwei  Wurzeln  gleich  Null: 

1.  kein  Mittelpunkt  vorhanden:  Parabolischer 
Zylinder; 

2.  unendlich  viele  Mittelpunkte:  zwei  parallele 
Ebenen  (Doppelebene;  zwei  imaginäre  Ebenen). 


§  83.    Die  einzelnen  Flächen  zweiter  Ordnung. 
1.  Ellipsoid:    ?.H-|!  +  ^_1=0. 

Die  Fläche  liegt  ganz  im  Endlichen,  sie  wird  von 
jeder  Ebene  in  einer  reellen  oder  imaginären  Ellipse 
geschnitten;    die  Hauptschnitte   sind   ebenfalls   Ellipsen. 

Durchmesserebene,  welche  die  Sehnen,  deren 
Richtungskosinus  oc^  ß,  y  sind,  halbiert: 


a2   ^  b^  ^  c2 
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Polarebene  des  Punktes  x^iy^lz^: 
Xi  X      Ji  y      Zj  z  __ 
a2  "^   b2  "^  c2 
Liegt   (x^,  y^,  z^)   auf   der  Fläche   selbst,   so   stellt 
die  vorige  Gleichung  die  Berührungsebene  dar. 
Konjugierte  Durchmesser.     Die  Geraden 
x  =  mz  |x  =  in^z  |x  =  ni2Z 

y  =  nz  ,         \  y  =  niz  ,         \  y  =  n2Z 
stellen  konjugierte  Durchmesser  dar,  wenn  folgende  Be- 
dingungen stattfinden: 

a2     -^     b2    ^c2       "' 


b2         '      C2 

mi  m.,       n^n^    ,     1   _  q 
a2     "^    b2     "^  c2 
Werden  zwei,  bzw.  drei  Achsen  einander  gleich,  so 
geht   die   Fläche   in    ein   Drehimgsellipsoid ,    bzw.    eine 
Kugel  über. 

Kugel,  Mittelpunkt  im  Ursprung:  x^-\-y^-]-z^  =  r^, 
Mittelpunkt  im  Punkt  (x^,  y^,  zj: 
(X  -  xJ2  +  (y  -  y,y  +  (z  -  2.,y  =  1-2  . 

X^       Y^        Z^ 

2.  Einmanteliges  Hyperboloid :    ^  +  Va ^  —  1  =  ^  • 

Die  Fläche  besteht  aus  einem  ins  Unendliche  sich 
erstreckenden  Mantel;  sie  wird  von  der  XY-Ebene  in 
einer  Ellipse,  von  der  XZ-  und  der  YZ-Ebene  je  in 
einer  Hyperbel,  von  einer  beliebigen  Ebene  in  einer 
reellen  Ellipse,  einer  Parabel  oder  Hyperbel  geschnitten. 

X2  y2  z2 

Asymptotenkegel:     -^  +  -r^—   ;2=^' 


Die  einzelnen  Flächen  zweiter  Ordnung.  181 

Zwei  Scharen  von  Mantellinien: 


Jede  Schargerade  schneidet  alle  Gerade  der  anderen 
und  keine  der  eigenen  Schar.  Die  Fläche  ist  der  Ort 
einer  G-eraden,  welche  immer  drei  Gerade  schneidet. 
Sie  ist  eine  windschiefe  Kegelfläche. 

X_2  y2  2^ 

3.  Zweimanteliges  Hyperboloid:     ^  +^¥ 2+1  =  ^* 

8i  D  C 

Die  Fläche  besteht  aus  zwei  sich  ins  Unendhche  er- 
streckenden Mänteln,  sie  enthält  keine  reeUen  Geraden, 
wird  von  der  XY-Ebene  in  einer  imaginären  Ellipse,  von 
der  XZ-  und  der  YZ-Ebene  in  Hyperbeln,  von  einer  be- 
liebigen Ebene  in  einer  reellen  oder  imaginären  Ellipse,  einer 
Parabel  oder  Hyperbel  geschnitten.  —  Wird  a  =  b ,  so  geht 
jedes  der  Hyperboloide  in  ein  Drehungshyperboloid  über. 


r2  „2 


4.  Elliptisches  Paraboloid:  ^+—=2x  (^^  ^i- c  gleich- 

^  b       c  zeicmg-). 

Die  Fläche  besteht  aus  einem  einseitig  sich  ins  Un- 
endliche erstreckenden  Mantel ;  sie  wird  von  der  YZ-Ebene 
berührt,  von  der  XY-  und  der  XZ-Ebene  je  in  einer  Parabel 
und  von  einer  beliebigen  Ebene  in  einer  reellen  oder  imagi- 
nären Ellipse  oder  in  einer  Parabel  geschnitten.  —  Die 
Fläche  entsteht,  wenn  die  Parabel,  die  in  der  XY-Ebene 
Hegt,  parallel  so  verschoben  wird,  daß  ihr  Scheitel  auf 
der  in   der  XZ-Ebene  liegenden   Parabel   weiter  rückt. 

Für  b  =  c  Drehungsparaboloid, 

5.  Hyperbolisches  Paraboloid:    ^ — --  =  2x  ^^V/.^v 

b      c  positiv). 

Die  Fläche  ist  sattelförmig,  sie  hat  mit  der  unendlich 
fernen  Ebene  ein  Geradenpaar  gemein,  sie  wird  von  der 
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XY-  und  von  der  XZ-Ebene  je  in  einer  Parabel  (diese 
beiden  Parabeln  haben  den  Ursprung  gemeinschaftlich 
und  ihre  auf  der  X-Achse  liegenden  Achsen  sind  ent- 
gegengesetzt gerichtet),  von  der  YZ-Ebene  in  einem 
Geradenpaar  und  von  einer  beliebigen  Ebene  in  einer 
Parabel  oder  Hyperbel  geschnitten.  Sie  ist  der  Ort 
einer  Geraden,  welche  immer  zwei  gegebene  Gerade 
schneidet  und  einer  gegebenen  Ebene  i)arallel  bleibt.  — 
Sie  wird  ferner  erzeugt,  wenn  die  in  der  XY-Ebene 
liegende  Parabel  parallel  weiter  rückt  und  dabei  mit  ihrem 
Scheitel  auf  der  in  der  XZ-Ebene  liegenden  Parabel  bleibt. 
Die  Fläche  enthält  zwei  Scharen  von  Geraden,  nämlich: 


yb    yc 
yb    yö 


und 


y_ 

yb 


z 

yc 

z    _2x 

yö    i" 


Die  Geraden  der  Schar  /.   sind  parallel   der  Ebene 
0 ,    die  des  Systems  ju  parallel  der  Ebene 


y        z 


yb  '  yc 

_y ^ 

yb    yö 

6.  Kegelfläche,  Spitze  im  Ursprung: 


0. 


imaginärer  Kegel:     — 


Y^        z^ 


reeller  Kegel: 


x2       y2 
a2  "^  b^ 


0 


Letztere  Fläche,  welche  abwickelbar  ist,  wird  von  einer 
Ebene  in  einer  reellen  Ellipse,  oder  Parabel  oder  Hj^erbel 
(oder  deren  Ausartungen)  geschnitten ;  sie  enthält  eine  Schar 
von  Geraden,  welche  durch  die  Spitze  gehen,   nämlich 
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X        z         y  X        z  Xj 

—  +  —  =  —-     und  =  —  -—  . 

a        c       bA  a        c  b 

7.  Elliptischer  Zylinder  (schiefer): 

(x-pz)'^  ,   (y-mz)2  _ 

"      a2        "^     .    b2"  -'-''' 


wenn  die  Erzengende:     j 


x  =  pz  -|-c 
=  niz4-d 


X2  y2 

und  die  Leitlinie :     ^--[-—-  =  1     z  =  0. 
a^       b^ 

Die  sich  ins  Unendliche  erstreckende  Fläche  wird  von 
jeder  Ebene  in  einer  Ellipse  (oder  einem  Parallelenpaar) 
geschnitten  und  enthält  eine  Schar  von  parallelen  Geraden. 

Ist  die  Erzeugende  parallel  der  Z-Achse,  so  ist  die 
x2       v2 
(jleicliung  der  Fläche :   -^-\-^  =  ^  • 

X2  y2 

8.  Hyperbolischer  Zylinder:    —-  —  —-—1  =  0  , 

X2  y2  a2  b2 

die    Leitlinie     -^  —  7-  —  1  =  0  ,    z  =  0    und    die    Er- 
a^       b"* 

zeugende  parallel  der  Z-Achse ;  er  wird  von  einer  Ebene 

in  einer  Hyperbel  oder  einem  Parallelenpaar  geschnitten. 

x2       2y 

9.  Parabolischer  Zylinder:  -— -—  =  0  , 

x2       2y  ^  ^ 

Leitlinie =  0 ,  z  =  0 ,   Erzeugende  parallel  der 

a^        b 

Z-Achse;  er  wird  von  einer  Ebene  in  einer  Parabel  oder 

einem  Parallelenpaar  geschnitten. 

10.  Jede  Gleichung  von  der  Form 

1)  x2  +  y2  +  z2  +  ax  +  by  +  cz-|-d  =  0, 

2)  a  x2  -f  b  y^  +  c  z2  -|-  d  X  y  -}-  e  X  z  -f  f  y  z  =  0  , 

3)  (ax  +  by  +  cz  +  d)(a,x  +  biy  +  ciz  +  di)  =  0 
stellt  bzw.  eine  Kugel,  einen  Kegel,  ein  Ebenenpaar  dar. 


Höhere  Analysis. 


A)  Differentialrechnung. 

§  84.    Funktion;  unendlich  kleine  Größen;  Dififerential- 
quotient. 

Funktionen. 

1.  Eine  Zahl  von  unveränderlichem  AVert  (3,  5,  a, 
3  a  — b  . . .)  heißt  eine  Konstante;  eine  Zahl,  welche 
alle  Werte  der  Zahlenreihe  annehmen  kann,  heißt  eine 
Veränderliche  (in  der  Eegel  bezeichnet  mit  t,  x,  y,  z). 

2.  Ist  die  Größe  y  mit  der  Größe  x  so  verbunden, 
daß  —  einem  bestimmten  Gesetz  zufolge  —  jeder  Ver- 
änderung von  X  eine  Veränderung  von  y  und  jedem 
Wert  von  x  ein  bestimmter  Wert  von  y  entspricht,  so 
heißt  y  eine  Funktion  von  x.  Man  nennt  hierbei  y 
die  abhängige,  x  die  unabhängige  Veränderliche 
oder  das  Argument.  Sind  x,  y  und  z  so  miteinander 
verbunden,  daß  zu  einem  willkürlich  gewählten  Werte- 
paar von  X  und  y  ein  bestimmter  Wert  von  z  gehört, 
so  ist  z  eine  Funktion  von  x  und  y;  x  imd  y  sind 
hierbei  die  unabhängigen  Veränderlichen;  usf.  Der 
Inhalt  eines  Kreises,  einer  Kugel  ist  eine  Funktion 
des  Halbmessers;  derjenige  eines  Rechtecks,  eines 
Quaders  ist  eine  Funktion  von  Länge  und  Breite,  bzw. 
von  Länge,  Breite  und  Höhe. 
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Bezeichnung   der  Funktion:    f(x),  F(x),  99 (x), 
yj{x)  und  dergleichen. 
y  =  f(x)    ist    eine   Funktion    von    einer    unabhängigen 

Yeränderlichen  x. 
z  =f  (x,  y)  ist  eine  Funktion  von   zwei   unabhängigen 

Yeränderlichen,  x  und  y. 
u  =  f(x,  y,  z)  ist  eine  Funktion  von  drei  unabhängigen 

Veränderlichen,  x,  y  und  z. 

3.  y  =  f(x),  z  =  f(x,  y)  usf.  heißen  entwickelte 
(explizite)  Funktionen. 

Die  Funktion  y  =  f(x)  heißt  für  einen  bestimmten 
Wert  von  x  n-deutig,  wenn  die  durch  den  Ausdruck 
von  f(x)  gegebene  Vorschrift  zur  Berechnung  von  y 
aus  jenem  Wert  von  x  im  allgemeinen  n  verschiedene 
Werte  von  y  liefert. 

F(x,  y)  =  0,  F(x,  y,  z)  =  0  usf.  heißen  unent- 
wickelte (implizite)  Funktionen, 

4.  Man  unterscheidet  algebraische  und  tran- 
szendente Funktionen  und  teilt  die  algebraischen  ein 
in  rationale  und  irrationale.  Die  allgemeine  Form 
einer  rationalen  Funktion  ist 

a«  ~|~  a^  X  -y~  a«  x  ~y~ . . .  ~f~  slh  x 

^^   bo-fbiX  +  b2x2  +  ...+b„,^' 

wobei   m  und  n   ganz   und  positiv   sind;    eine    ganze 

rationale  Funktion  n-ten  Grades  hat  die  Form 

y  =  a^  +  %  X  +  ag  x^  +  ...  +  an  x",       wobei      an  :^  0  . 

y  ist  eine  irrationale  Funktion  von  x,  wenn  zur 
Berechnung  des  Wertes  von  y  neben  rationalen  Zahlen- 
verbindungen noch  eine  oder  mehrere  Wurzelausziehungen 
notwendig  sind. 

Eine  Funktion  heißt  transzendent,  wenn  der  Wert 
derselben  nicht  vermittels   einer   endlichen  Anzahl  von 
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einfachen  algebraischen  Operationen  (Addition,  Subtraktion, 
Multiplikation,  Division,  Potenzierung  und  Eadizierung 
mit  konstanten  Exponenten)  aus  der  unabhängigen  Ver- 
änderlichen berechnet  werden  kann.  y  =  a^,  y==logx, 
y  =  sin  X  z.  B.  sind  transzendente  Funktionen. 

5.  Eine  Funktion  f(x)  heißt  stetig  für  den  Wert  a 
des  Argumentes,  w^enn  nach  Annahme  einer  beliebig 
kleinen  Größe  e  die  Größe  d  so  bestimmt  werden  kann, 
daß  für  eine  Änderung  des  Argumentes  um  eine  Größe 
h<6  die  Änderung  der  Funktion  f (a  +  h)  — f (a)<£ 
bleibt,  oder  kiu'z,  wenn 

limf(a-f  h)|  =limf(a  — h)| 

|h  =  0  |h  =  0 

Unendlich  kleine   Größen  und   Grenzwerte. 

6.  Wenn  eine  veränderliche  Größe  sich  der  Null  nähert 
und  dabei  einen  Wert  annimmt,  der  kleiner  ist  als  jede 
angebbare  Größe,  so  nennt  man  sie  unendlich  klein. 

7.  Zwei  unendlich  kleine  Größen  heißen  von 
derselben  Ordnung,  wenn  ihr  Quotient  gegen  einen 
von  Null  verschiedenen,  endlichen  Grenzwert  konvergiert. 
Ist  a  eine  endliche,  /  eine  unendlich  kleine  Größe,  so 
ist  ay  von  derselben  Ordnung  wie  y. 

8.  Ist  d  von  der  ersten  Ordnung,   so  ist  /  von  der 

n-ten  Ordnung,    wenn  der  Quotient  -~  gegen   einen 

endlichen,  von  Null  verschiedenen  Wert  konvergiert, 
also  wenn 

lim^  =  q. 

Das  n-te  Differential  d°y  einer  Funktion  y  =  f(x) 
ist  im  allgemeinen  unendlich  klein  von  der  n-ten  Ord- 
nung, sofern  dx  von  der  ersten  Ordnung  ist. 


Unendlich  kleine  Größen. 
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9.  Eine  unendlich  kleine  Grröße  höherer  Ordnung 
ist  im  Vergleich  zu  einer  solchen  niederer  Ordnung 
selber  unendlich  klein;  sie  kann  daher  neben  dieser 
vernachlässigt  werden. 

Ist  eine  endliche  Größe  /'  gleich  der  Summe  von 
unendlich  vielen  unendlich  kleinen  Größen  y^^  y^  . . . , 
so  bleibt  F  unverändert,  wenn  jede  Größe  y  um  eüi 
unendlich  Kleines  £  von  höherer  Ordnung  vermehrt 
wird.     Ist  also 

/'=  7i  +  72  +  •  •  •  =  lim  -T}^  ,     so  ist  auch 

10.  Es  ist  1  ^ 

e . 


1)  lim(l  +  (3);^^= 

a<5  -  1  ! 

2)  lim  -— ^ 


3)lim^|        =1 
0     U=o 


e,     lim(n-— )" 
\        m/m 
loga 

löge  ' 


lim 


b 


=  1  . 


=  0 


4)  lim 


i"('+ä' 


=  e^ 


11.  Differential  und  Differentialquotient. 

Jy  =  f(x  +  zlx)-f(x) 
Zlx  Jx 


dfw 

dx 


lim  J  X  =  0 


dy 
dx 


/ 


=  f(x)  =  Df(x). 


dx  heißt   das   Differential   von  x,   dy   dasjenige 

dv 
I  von  y,  df(x)  =  f(x)dx  das  von  f(x);  j~  heißt  Diffe- 
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oT 


rentialquotient,  die  Funktion  f  (x)  die  (erste)  Ab- 
leitung von  f(x). 

Es  gibt  stetige  Funktionen,  die  keinen  Differential- 
quotienten haben. 

Ist  C  eine  von  x  unabhängige  Konstante,  so  ist 

¥^=^- 

dx 
Die  Ableitung  des  ersten  Differentialquotienten  gibt 
den  zweiten  usf.;  es  ist  also 

die  zweite  Ableitung  von  f(x). 


§  85.    Allgemeine  Formeln  über  Differentiation. 

Es    seien    u,   v,   w   Fimktionen    von    x,    A,    B,   C 
Konstanten. 

df(u)_df(u)   du 
dx  du     dx  * 

'd(Au  +  Bv-fCw)  =  Adu4-Bdv  +  Cdw, 


1. 


2. 


3. 


4. 


d(Au  +  Bv  +  Cw)_     du 
dx  dx 


dx  dx 


^Au'+Bv'+Cw'. 
d(uv)  =  vdu-|-udv  , 
d(uv  w)  =  v  wdu  +  u  wdv  +  iivdw  , 

.uV  +  uv'=uv^-  +  -j, 

/u'      V      V  \ 

uvw...    -  +  -  +  -  +  .... 

\U  V         w  / 


dx 
d(uvw  . . .) 


dx 


\V/        UV  —  u 


v 


dx 
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5.  Bezeichnet  man  die  n-te  Ableitung  von  u  mit  u^"), 
so  ist:  d'^(Au  +  Bv) 


dx^ 


AuW  +  BvH  , 


(U  V)W  =  UW  V  +  {^]  U(°-1)  V(l)  +  (^]  u("-2)  v(2)  4-  .  .  . 

+  ('')u(i)v("-i)  +  uv(°). 

6.  Ist  u  =  f  (z) ,    z  =  99  (y) ,    y  =  T/^  (x) ,    dann  ist 

du      df(z)    dz    dy 
dx        dz      dy    dx  * 

7.  Yertauschung  der  unabhängigen  Yeränder- 
lichen.     Sind  x  und  y  Funktionen  von  t,  so  ist: 

dy^dy   dx_ 
^  dx      dt    dt      ^ 

d2y_/dx  d2y     dy  d2x\   /dxy__xy'-yV' 
^  d^~Vdt*dt2"~dt'dt2"/'\dt/ ~       (xÖ^      ' 
Ist  X  als  Funktion  von  y  gegeben,  so  hat  man 

dy_       dx^        d^__d^    /dxy 
Wx         *dy  '       dx2  dy2"\dy/  ' 

8.  Betrachtet  man  in  der  Funktion  z  =-  f  (x,  y)  die  eine 

der  Größen  x  und  y,  z,  B.  x,  als  veränderlich,  die  andere 

als  konstant,  so  heißt  die  Ableitung  der  Funktion  nach 

dieser  Veränderlichenx  die  partielle  Ableitung  nach  x; 

dz 
sie  wird  mit  -r —  oder  mit  f ^  (x ,  y)  oder  auch  kurz  mit  f ^ 
dx 

bezeichnet.     Es  ist  also 

^z_^.^f(x  +  h,  y)-f(x,  y) 


dx  h 

— = lim  n^,j-\-^)-H^,j) 

öj  k 


k  =  0 
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Das  partielle  Differential  nach  x  wird  mit  ^^z, 
das  nach  y  mit  ^yZ  bezeichnet  und  es  ist 

d^z  od.  (5xf(x,y)  =  :^-dx  =  fx(x,  y)dx  od.  kurz  =f^dx. 
ox 

Die  Änderung  dz,  welche  z  erfährt,  wenn  die  beiden 
Veränderlichen  x  imd  j  zugleich  sich  um  die  voneinander 
unabhängigen  Differentiale  dx  und  dy  ändern,  heißt  das 
totale  Differential  von  f  (x,  y)  und  es  ist 
dz  =  fUx  +  fydy. 

Für  u  =  f  (x,  y,  z)  ist 

du  =  fxdx  +  fydy  +  f;dz  ,     d.  h. 

Das  totale  Differential  einer  Funktion  ist 
gleich  der  Summe  der  partiellen  Differentiale 
nach  sämtlichen  Veränderlichen: 

9.  Sind  X,  y,  z  Funktionen  von  t,  dann  ist 
df(x,  y,  z)_^f    dx^f    dy       (5^    d^ 

dt  ~  ^  *  dt  "^  ^  *  dt  "^  ^I  *  dl  ' 

10.  Für  die  höheren  partiellen  Ableitungen  der 
Funktion  z  =  f  (x ,  y)  gelten  folgende  Bezeichnungen 
und  Beziehungen: 


(5z  dz 

-. —       .,  o 


dy         ö'^z 


dx 

ÖH 

Sy 

dxdj 

^x        djdx       "^'         dj 

11.     d^u=l-;r-dx  +  ^-dy  +  --dz 
IX  dy  dz 


I 
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wofern  im  Zähler  jeden  Gliedes  ^u^  durch  d^n  ersetzt 
wird.  —  Der  Satz  gilt  ebenso  auch  für  das  Differential 
n-ter  Ordnung. 

12.  Unentwickelte  (implizite)  Funktionen. 
Ist  f(x,  y)  =  0,    so  ist 

df(x,y)  =  fUx  +  fydy  =  0     oder     ^  =  -f;:fy 

d^  y  _    fx^x  ry'-2  r^y  f;  f ;.  +  f^V  Ji' 
dx2  r/ 

13.  Ist  f  (x,  y,  z)  =  0 ,   so  kann  z  als  Funktion  von 
X  und  y  betrachtet  werden,  dann  ist 

jt  ^,      di       di     dz  ,  .  ^  ^  ^       dz 

I  1)     -J--^T"-Y~==^  ^      hieraus  folgt      ^-  ; 

I  (5x      ^z    dx  ox 

2)     ^  +  T~-  •  ^r-  "=  ^  5      lueraus  folgt      -^—  . 
'     ^y      ^z    dy  dj 

Differenziert  man  Gleichung  1)  nach  x,  dann  auch 
nach  y,   ferner  Gleichung  2)  nach  y,   so  ergeben   sich 

Gleichungen,  aus  welchen  man  -^--  ,  - — ^— ,  -— —  erhält. 

öx2     öxöy     dy^ 

14.  Mittelwertsatz  der  Differentialrechnung: 

f(x„  +  h)~-f(x„)  =  h.f(x„  +  0h), 
wobei   ß  ein  positiver,  echter  Bruch. 

§  86.     Spezielle  Formeln. 

1.  Das    Differential    und    der    Differentialquotient 
einer  Konstanten  ist  Null. 

.      dx° 

2.  — -  =  nx°-i. 

dx 

3.  -^-^,"^=n(n-l)(n-2)...(n-r+l)x--^  r<n. 


l 
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da^  ,  da""^  ,  de^ 

4.      - —  =  a^  /  a  :  -       =  a™  ^m  /  a  ;        -~ —  =  e^ 

dx  dx  dx 

dx         x  * 

cKllogx)^^  .._;  log^ 

dx«-  V  ^  V  ^        ^r 


dsmx 

"  "   -  =  cosx 
dx 

d*"  sin  X 


=  sin^x  +  ^j  . 

a'  sm  X       .    /        r  7i\ 

9.     — ; =  sm  X  +  ---    . 

dx»-  \         2  / 

dcosx  .  /     ,    ^\ 

10.         ,        =  —  sin  x  =  cos   X  +  --    . 
dx  \         2/ 

d^cosx  /        rji\ 

12.  •l*g^=_V(=Bec^x;. 

dx  cos^x 

(Für  höhere  Ableitungen  kein  einfaches  Bildungsgesetz.) 

dctgx  1      ^ 

13.  — -      = —    .    -- (=  —  cosec^x)  . 

dx  sm'^^x 

d  arc  sin  x  1 

14. 


dx  yi-x2 


d  arc  cos  x  1 

dx    ~~yr= 


16. 
17. 
18. 
19. 


Die  Taylorsche  und  die  Mac  Laurinsche  Reihe.     193 
d  arc  tg  X  1 


dx  l+x2  • 

d  arc  ctg  x  1 

dx        ""  ~  1+x' 
d  arc  sec  x  1 


dx  xyx2-l 

d  arc  cosec  x  1 


dx 


x]/: 


§  87.    Die  Taylorsche  und  die  Mac  Laurinsche  Reihe. 

1.  Taylorsche  Reihe: 

h  h2  h° 

f(x  +  h)  =  f(x)  +  -f(x)  +  -f'(x)  +  ...  +  -~fC)(x) 

hCn  +  1) 

wofern  ^  positiv  und  <  1,  f  (x),  f(x),  f  (x)  . . .  endliche 
und  bestimmte  Werte  haben  und  wofern  f('^+^)(x)  end- 
lich und  stetig  für  alle  Werte  zwischen  x  und  x  +  h. 
Für  x  =  a  und  h  =  a  — x  ergibt  sich: 

2.  f  (X)  =  f  (a)  +  (x  -  a)  f (a)  +  ^"^  "^  f" (a)  +  . . . 

+ ^^^  ^'■"  ("*) + i^i)r  *"'^''  [^ + -"  (^  -  ^)'\  ■ 

Hierbei    muß    f("+^)(x')    für    alle   Werte    von    x' 
zwischen  a  und  x  endlich  und  stetig  bleiben. 
Für  a  =  0  ergibt  sich : 

3.  Mac  Laurinsche  Reihe: 

f(x)=f(0)+^,f  (0)+|^f"(0)+|^f"(0)+ . . .  +^fW(0) 

Bürklen,  Formelsammlung.  13 
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wofern  f(x)  und  seine  Ableitungen  im  Intervall  0  bis  x 
endlich,  und  stetig  bleiben. 

Wird  f  (x)  oder  eine  seiner  Ableitungen  für  x  =  0 
unendlich,  oder  unstetig,  so  kann  f  (x)  nicht  mehr  ver- 
mittels der  Mac  Laurinschen  Reihe  entwickelt  werden. 
In  diesem  Falle  ist  2.  anzuwenden. 

4.   Taylors  Reihe  für  zwei  Yeränderliclie. 
xH-ht  =  p,     y4-kt  =  q,     f(p,q)  =  U,     f(x,y)  =  u, 

(s.  §  85,  n). 
1 


+  3: 


R==    , 

n! 


(p  =  x  +  eh,   q  =  y+6)k). 


§  88.    Werte  unbestimmter  Ausdrücke. 

l,   ^,   0.   ~,   0»,   ^0,    1~    ^-<^. 

1.  Nimmt  — Vr  für  x  =  a  die  unbestimmte  Form  — 
09  (x)  u 

oder  —  an,  so  ist 

,.     f(x)i  f'(a) 

<p(x);x  =  a      (p(^) 

wird  auch  -y-{  =  —  oder  ^ ,   so  wird  das  Verfahren 
^'(a)       0  00' 

wiederholt  und  es  ist,  wenn  f(°)  (a)  und  99(°)(a)  diejenigen 

Ableitungen  sind,  welche  zuerst  nicht  gleichzeitig  zu  0 

oder  zu.  00  werden: 

f  (x)  I  f (°)  (a) 


lim 


^(X)!x  =  a        (p^'^K^)' 


\ 
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2.  Tf^t  f  (x) .  «p(x)  =  0  •  oü   für  x  =  a,   so  ist: 

f(x).^(x)  =  f(x):-i-^. 

Dieser  letztere   Ausdruck   nimmt  für   x=-a    die   Form 
^  an,  sein  A\^ert  ergibt  sich  nach  1. 

3.  Nimmt  der  Ausdruck  [f(x)]'?'(^)  für  x  =- a  eine 
der  Formen  0^,  oo^,  1"^  an,"  so  setzt  man  [f(x)]9(-^' 
^g99(x);f(x)  ^j|(-|  untersucht  nach  1.  oder  2.  den  Aus- 
druck 99(x)/f(x), 

4.  Führen  die  angegebenen  Mittel  stets  wieder  zu 
demselben  unbestimmten  Ausdruck,  so  muß  man  zu 
besonderen  Hilfsmitteln  greifen.  Man  kann  dann  für  x 
zunächst  a-f-h  setzen,  den  Ausdruck  umformen  oder 
nach  steigenden  Potenzen  von  li  entwickeln  und  Aveim 
möglich  vereinfachen ,  worauf  sich  für  h  =  0  der  ge- 
suchte Wert  ergeben  kann.  Es  ist  jedoch  auch  mög- 
lich, daß  ein  Grenzwert  der  unbestimmten  Form  über- 
haupt nicht  existiert. 

5.  Wenn  f(x)  — 99(x)  für  x  =  a  die  unbestimmte 
Form  oü  — oo  annimmt,  so  suche  man  den  Ausdruck 
in  ein  Produkt  oder  in  einen  Bruch  zu  verwandeln, 
was  z.  B.  folgendermaßen  geschehen  kann: 

1  1 

f  (x)  -  99  (x)  =  ^^^ ^  . 

Der  Wert    hierfür    wird    nach    dem  Yoimisgegangenen 
ermittelt. 

6.  Die  Bestimmung  des  wahren  Wertes  eines  für 
X  =  a  unbestimmten  Ausdruckes  kann  häufig  dadurch 
vereinfacht  werden,    daß   man   denselben    von    solchen 

13* 
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Faktoren  befreit,  welche  für  x  =  a  weder  zu  Null  noch 
unendlich  groß  werden.  Das  Produkt  aus  dem  wahren 
"Wert  des  übrig  bleibenden  Teiles  und  den  bestimmten 
Werten  der  weggelassenen  Faktoren  gibt  den  wahren 
Wert  des  gegebenen  Ausdruckes  an. 

§  89.     Größte   und   kleinste  Werte   von   Funktionen. 

1.  Die  Funktion  y  =  f(x)  erreicht  für  x  =  a 
ein  Maximum,  wenn  f(a  +  h)  —  f(a)<0, 
ein  Minimum,    wenn  f  (a  +  li)  — f  (a)>  0  , 

wobei  h  sich  der  Null  unbegrenzt  nähert. 

2.  Bei  zunehmendem  x  ist 

f(x)  wachsend,      wenn  f(x)>0, 
f(x)  abnehmend,  wenn  f(x)<0. 

3.  y  =  f  (x)  erreicht  für  x  =  a 

ein  Maximum,   wenn  f(a)  =  0  und  f''(a)<0, 

ein  Minimum,  wenn  f'(a)  =  0  und  f'(a)>0; 
allgemein:  Sind  f  (x),  ...  f(°)(x)  in  der  Umgebung  von 
x  =  a  stetig  und  verschwinden  die  (n — 1)  ersten  Ab- 
leitungen für  x  =  a,  während  die  n-te  S^O  ist,  so  ist 
f  (a)  bzw.  ein  Maximum  oder  Minimum  von  f  (x) ,  wenn  n 
gerade  ist. 

Ist  die  niederste  für  x  =  a  nicht  verschwindende 
Ableitung  von  ungerader  Ordnung  (z.  B.  von  erster), 
so  ist  f(a)  weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum. 

Um  die  Stelle  und  den  Wert  des  Maximums  oder 
Minimums  zu  finden,  wird  y'  gebildet,  gleich  Null  ge- 
setzt und  die  erhaltene  Grleichung  nach  x  aufgelöst. 
Nun  Avird  y  gebildet,  es  werden  die  gefundenen  Werte 
von  X  eingesetzt  und  aus  dem  negativen  oder  positiven 
Ergebnis  bestimmt,  ob  ein  Maximum  oder  Müiimum  vor- 
liegt.    Durch  Einsetzen  der  gefundenen  Werte   von  x 
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in  y  =  f(x)  ergibt  sich  der  Wert  des  Maximums   oder 
Minimums  selbst. 

4.  Funktion  zweier  unabhängiger  Veränder- 
lichen, z  =  f  (x,  y). 

Man  bestimme  x  und  y  aus 

1)  ii=.o  und  i*=o. 

^      ^x  ^y 

Die  erhaltenen  Werte  müssen  der  Bedingung  genügen: 

Es  findet  dann  Maximum  oder  Minimum  statt,  je 
nachdem  ^2f  ^2f 

^)      öx^       '"'^      ^ 
für  jene  Wei-te  von  x  und  y  beide  gleichzeitig  bzw.  <  0 
oder  >  0  sind. 

5.  Eelative  Maxima  und  Minima.  Die  Werte 
von  X,  y,  z,  für  welche  die  Funktion  v  =  f(x,  y,z) 
unter  gleichzeitigem  Bestehen  der  Bedingungsgleichungen 
(NebenbediQgungen)  99  (x,  y,  z)  =  0  und  ?/;  (x,  y,  z)  =  0 
ein  Maximum  oder  Minimum  erreicht,  ergeben  sich  aus 
den  Gleichungen: 

1)  ^'=fx+;i^'x+/^v4=o 

ox 

3)  ^=fz+;i^'z+/^v'z  =  o 

oz 

4)     99(x,  y,  z)  =  0;  5)     v^(x,y,  z)  =  0, 

aus  welchen  man  zunächst  die  willkürlichen  Konstanten 
X,  jii  entfernt  und  wobei 

u  =  f  (x,  y ,  z)  +  2  9?  (x,  y ,  z)  +  /^  V^  (x,  y ,  z)  . 
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B)   Integralreclinuiig. 

§  90.     Bezeichnung  und  Erklärung. 

F(x)  heißt  das  Integral  von  f(x)dx,  geschrieben 
/f(x)dx,  wenn  i^(^^ 

dx 

es   ist  also    dann  Jt{x)([x  =  ¥{x)-\-G ,    wobei   G    eine 
nnbestimmte  Konstante  bedeutet;  ferner  ist 
d/"f(x)dx 

§  91.    Integration  einfacher  Funktionen ;  Grundformeln. 

Bei  sämtlichen    nachstehenden   Formeln    ist   rechts 
die  nnbestimmte  Konstante  zu  ergänzen.  i.-.i.'J' 

lur     n  ^  —  1  , 


/x^d: 


n+1 

(a  +  bx)^+i 


-     /¥-'-_     /?|*«  =  "« 

3.  /  a^  dx  =  y     ;        /  e^  dx  =  e^  . 

4.  fcosxdx  =  sinx  . 

5.  rsinxdx  =  —  cosx. 

6.  /        ,     =  tg  X  . 

J  cos^x 

i'      f     .    ,     =  — ctgx. 
j   sm^x 


r  sinx  1 

8.      / — -— dx= (=secx). 

j   cos^x  cosx 
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I  ^^        r  cos  X  1 

i  9.      /-7— — -dx  = : (=  — cosecx). 

t  J  sin^x  sinx 


i  f  ,         sin^x 

"     1 0.      /  sm  X  cos  X  dx  =  — — 


11.  [tgxdx  =  — /cosx  . 

1 2.  jctg  X  dx  =  /  sin  x  . 

/        dx            ,  /'  dx         ,      X 

IH.  . =  ^tgx  ;  -, -/tg- 

J  sm  X  cos  X  J  sm  x              J 


r  dx        ,      /jr    .    x\ 


/       dx 
i     15.       /--^.=_ 


dx  .  ,    jr 

_  =  arc  sm  x  =  —  arc  cos  x  +  -;^  , 


/ 


dx  1  .    bx 

—  =  —  arc  sm 

]/a^—  b2  x2       b  a 


1 6.       /  ;^  =  arc  tg  X  =  —  arc  ctg  x  +  —  , 

J   1  ~p  5 


X2  ö  ^        '     2 


/•       dx  1         ,    bx 

/ =  —  arc  tg; 

;a2  +  b2x2      ab         ^    a 

17.       /  — ; =  arc  sec  x  , 

J  x/^-1 


/ 


dx  1  bx 

=  —  arc  sec 


xyb2x2  — a2       a  a 

=  —  arc  sm  ( 1  —  x)  , 

y2x-x2 

19.      /■_^^  =  ;(x  +  /I  +  x-^). 

J  yi+T^ 
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20.  f  ^~.^=  =  ^  (x  +  i^^=^)  . 
J  i^-  1 

21.  j  yx2  + a"2 dx  =  |-yx2  +  a^+  -^  /(x  +)^^^+^)  . 
2  2 .      fis^-x^  d X  =  ^  ya2T^2  +  ^  arc  sin  -  . 

23.  r    ^^    -=4-^(^+^^ 

j  ya+2bx  +  cx2      yc 

+  ycya+2bx  +  cx2)  . 

r  dx  1  .ex  — b 

^4.       /  -.—         =  -—  arc  sin  --  —  . 

J  ya+2bx-cx2      yc  yb2-f ac 

f  xdx  1    / 

25. -  =  — ya+2bx  +  cx2 

J  ya+2bx  +  cx2       c 

--— :/(b  +  cx+ycya+2bx  +  cx2)  . 

^^        r  xdx  1    / 

26.  /  —====  = ya  +  2  b  X  -  c  x2 

J  ya+2bx  — cx2  c 

b  .ex — b 

+  -prr  arc  sm    . 

yc3  yb2  +  ae 

§  92.     Allgemeine  Formeln;   Integrationsweisen   ent- 
wickelter Funktionen;  Rekursionsformeln. 

Es  seien  u,  v,  w  ...  Funktionen  von  x;  A,  B  ... 
konstante  Faktoren. 

1.  Integration   einer   Summe. 

/(Au  +  Bv  +  Cw4-  ...)dx 
=  A/udx  +  B/vdx  +  C/wdx4-  ... 

2.  Teilweise  Integration. 

uv  =  y^udv  +  /vdu     und 
/"udv  =  uv  — /vdu  . 
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Beispiel: 
fx^  cos  X  dx  =  f x2  d  sin  X  =  x^  sin  x  —  2Jx  sin  x  dx  , 

(x  sin  X  d  X  =  —  Jx  d  cos  X  =  —  X  cos  X  -j-  /cos  x  dx 

=  —  X  cos  X  +  sin  x  -f-  C  ,     also 
f  x2  cos  X  dx  =  x2  sin  X  +  2  X  cos  X  —  2  sin  X  +  C  . 
3.    Integration    durch    Substitution.      Es    sei 
x  =  9?(z),  dann  ist  dx  =  99'(z)dz, 

/f(x)dx  =  /f[?>(z)]9>'(z)dz. 

Beispiel :    / ; — — — — .      Man   setzt [-  b  =  z  , 

^        j  x°^(a  +  bx)^  X 

dann  ergibt  sich 


dz 


nun   entwickelt  man  nach    dem    binomischen  Lehrsatz 
und  integriert  die  einzelnen  Summanden. 
Die  häufigsten  Substitutionen  sind: 

z  =  a4-hx;       z=:--a  +  bx2;       z  = }-b. 

a+bx        ^  az— 1 

oder     x  = 


a  —  bx  b     z  +  1   ' 


7?^  —  a       ,  m 


]/a  +  bx  =  z,    oder    x  =  — - — ,     dx=  --z^—Ulz; 

dz 
sin  X  =  z      und       dx 


fl  -  z2 

X  .  2  t  1  — t^      ,  2  dt 

tg-77-  =  t'   smx--— --,   cosx  =  :— --,  dx 


2  '  l+t2'  l+t2'  l+t2 

4.  Integration  durch  Zerlegung  in  Teilbrüche. 

IV  (x) 
Jede  unecht  gebrochene,    rationale  Funktion    _l 

läßt  sich  in  eine  ganze  Funktion  (p{x)   und  eine  echt 
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gebrochene,  rationale  Funktion  -—--  umformen.      Diese 

F(x) 

letztere  läßt  sich  in  eine  Summe  von  Teilbrüchen  zerlegen. 

1)  Die  Wurzeln  der  Gleichung  F(x)  =  0  seien  sämt- 
lich reell  und  untereinander  verschieden,  es  sei 

F(x)  =  (x  -  a)  (x  -  b)  (x  -  c)  . . .  =  0  , 
dann  ist 

^=-Jl_-l--^    ^      ^     4- 
F(x)       x-a"^x-b~^x-c~^*"' 

hierbei  ist 

A  =  -^  B  =  -^^ 

F'(a)'  F(b)'       *•■ 

2)  F(x)  =  0    hat    auch   komplexe  Wurzeln,    z.  B. 
_[)  +  q.  i    und    p  —  q  i ,    dann  ist 


f(x) 

Ai 

Aä          .    9'(x) 

F(x) 
hierbei  ist 

x-p  — qi 

f(p  +  qi) 

~r'(p  +  qi)  ' 

x-p  +  qi      $(x)  ' 

,       f(p-qi) 

""■^-Flp-qi)- 

Faßt  man  nach  der  Bestimmung  von  A^  und  Ag  die 
beiden  ersten  Brüche  zusammen,  so  geben  sie  einen 
reellen  Bruch  mit  dem  Nenner  (x  — p)2-|-q2_ 

3)  Mehrfache  Wurzeln.     Es  sei 
F(x)  =  0  =  (x  —  a)«  (x  —  b)^  (x  —  c)?'  . . . ,     dann  ist 

f(x)  A  Ai A«_i 

'    /'v_Q^«— 1  "I    •  •  •  -f 


F(x)       (x  — a)«       (x  — a)«-i  x  — a 

^(x-b)^^  (x— b/-i  ^         ^x-b 

+ 

Setzt  man  F(x)  =  (x  — a)^  •  99(x),   so   hat  man   zur 
Bestimmung  von  A,  A^,  A2  ...  folgende  Grleichungen : 
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f(a)  =A.99(a), 

f  (a)  =  A  .  99' (a)  +  Ai  cp(d)  , 

r(a)  =  A (p'\s.)  +  Ai  .  2  99' (a)  +  Ag  •  2  (^(a)  , 

fW(a)  =  A  9?(")(a)  +  A^  •  n  •  ^("-i)(a) 

4-  K  '  n(n  -  1)  •  ^('^-'Ha)  +  . . .  +  11!  An_i  ^(a)  . 

Das  Integral  der  ursprünglichen,  gebrochenen  Funktion 

ergibt  sich  nun  durch  die  Integration  der  einzelnen  Teile. 

5.  Es  bedeute  R  x,  1/ , —    eine  Funktion,  welche 

\      ]   cx-fe/ 

aus  X  und  der  n-ten "Wurzel  durch  rationale  Verbindungen 
derselben  aufgebaut  ist,  dann  läßt  sich 


in   das   Integral    einer    rationalen   Funktion    überführen 
durch  die  Einsetzung 


fax-}-b 
CX  +  e 


Um  /R(x,  ]/a-|-bx  +  c  x^)  dx  (c  >  0)  auszuführen, 

cx+b 
benutzt  man  die  Einsetzung  y^—      117",  man  erhält  dann 

^•^      yac+b^' 

/e(x,  /a  +  b^+^2)  dx  =/Ri(y,  yl+y^)  dy  • 
Hierbei  stellt  R^  wieder  eine  Funktion  dar,  die 
durch  rationale  Yerbindungen  von  y  und  ^1  +  y'^  ge- 
wonnen wird.  Ist  nun  R^^  eine  Summe  mehrerer  Glieder, 
so  integriert  man  jedes  Glied  einzeln.  Andernfalls  läßt 
sich  das  Integral,  abgesehen  von  Integralen  rationaler 
Differentiale,    zurückführen   auf   eine  Summe  von  Inte- 


gralen von  der  Gestalt 


B2(y)dy 

yi  +  y^ 
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Wendet  man  auf  R^  Partialbruchzerlegung  an,   so 
erhält  man  eine  Summe  von  Integralen  von  der  Form 


/ 


•^      '^     ,    wobei  n>0   und  "^ 


yi±y'  (y-a)-yi+y2  ^ 

Die  letztere  läßt  sich  durch  die  Einsetzung  y— a= 

z 

und  durch  Wiederholung  des   obigen  Ganges   ebenfalls 

auf  die  erste  Form  bringen,  auf  welche  nunmehr  auch 

das  ursprüngliche  Integral  zurückgeführt  ist. 

Eekursionsformel: 

r^My_ _  ^  yn-i/r+y2       n -J^  />"-' dy 

Durch   wiederholte  Anwendung    dieser  Rekursions- 
formel gelangt  man  auf  das  Integral  15.  oder  19,  von 

§  91  oder  auf   [ -^^1=  . 

J  yiTy^ 

Durch  unmittelbare  Integration  vermittels  der  Gruud- 
f ormeln ,    durch  Teilbruchzerlegimg  und  durch  die  vor-  m 
stehenden  Yerfahrimgsweisen   ist    die    Integration    von 
99(x)dx  durchführbar  für  folgende  drei  Fälle: 

I.     <p(x)  =  R(x),  IL     ^(x)  =  r(x,J/-^-^±^), 

III.     (p(x)  =  R(x,  ]/ar+TbxTcx2)  . 
6.  Weitere  Rekursionsformeln. 

sin™+^xcos"~^x 


/■' 


sin™xcos°xdx 


m-|-n 
1 
m+" 


/  sm™  X  cos""'*  X  dx  . 

01  +  nj 


■■} 


sin^xcos^xdx 
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gij^m  — l-jj-jjQgn  +  l-x- 


in+n 

-\ /  sin°^— ^  X  cos^  X  clx  . 

m-f-  nj 

3.  Jx^e^dx^x'^e^  — n/x^-^e^dx  . 

4.  /  —  dx  =  —  7 -\ / "  dx  . 

J  x^  (n— l)x'^-i      n—lj  x^-i 

5.  Jx"  sin  X  dx  =  —  x"  cos  x  4-  n Jx^"^  cos  x  dx  . 

6.  f x^  cos  X  dx  =  x"  sin  x  —  njx"~^  sin  x  dx  . 

/"sin  X  ,  sinx  1       /"cosx  , 

7.  / dx  =  — ,H -/ rdx. 

J    x^  (n— l)x^-i^n— 1  j  x^-i 

Tcosx  ,  cosx  1       Tsinx  , 

8.  /   dX  =  — r r —  /   ^rdX. 

J    x^  (n— l)x"-i      n— ijx^-i 

7.  Integration  durch  unendliche  Eeihen. 
1.  Wenn  f  (x)  =  u^  +  Ug  +  Ug  +  . . .  +  Un  +  . . . 
eine  Reihe  ist,  deren  Grlieder  stetige  Funktionen  einer 
Veränderlichen  x  sind,  wenn  ferner  diese  Reihe  für  a 
und  b  und  alle  Werte  zwischen  a  und  b  konvergent  ist 
und  wenn  f  (x)  die  Grenze  ist,  gegen  die  sie  konvergiert, 
so  ist  (s.  §  93,  i) 

b  b  b  b         , 

Jf(x)dx  =  (%  dx+/^  (ix-f/ug  dx+  ... 


a 


2.   Liefert  die  Mac  Laurinsche  Reihe  für  f(x)  eine 
konvergente  Reihe  2 

f(x)  =  f(0)  +  xf(0)  +  |:f'(0)+..., 

SO  ist  . 

/{(x)clx  =  C  +  ^f(0)  +  |5f(0)  +  |^f'(0)+... 

Die  Integration  durch  unendliche  Reihen  besteht  also 
darin,  daß  man  den  betreffenden  Ausdruck  (z.  B.  durch 
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den  binomischen  Lehrsatz,  die  logarithmische  Reihe  u.  a.) 
in  eine  unendliche  Reihe  verwandelt  und,  nach.  Unter- 
suchung der  Konvergenz  Verhältnisse,  die  einzelnen  Grlieder 
derselben  integriert. 

§  93.     Bestimmte  Integrale. 

1.  Ist  f  (x)  dx  das  Differential  von  99  (x),  so  ist  99(x)-f  C 
das   unbestimmte   Integral   von   f(x)dx;   dagegen   heißt 

b 

ff(x)  dx  =  ^(b)  —  99 (a) 

a 

das  bestimmte  Integral  genommen  zwischen  den 
Grenzen  a  und  b,  d.  h.  für  x  =  a  und  x  =  b.     Das  be- 

b 

stimmte  Integral  Jf(x)dx  ist   die  Grenze   der  Summe 

a 

der  unendlich  kleinen  Werte  des  Differentials  f(x)dx, 
wenn  x  durch  unendlich  kleine  Änderungen  h  von  a 
in  b  übergeht;  daher  auch 

b 

/f  (x)  dx  =  lim  (  f  (a)  +  f  (a  +  h)  +  f  (a  +  2  h)  +  . . .  )  •  h  . 

b 

2.  /f(x)dx  =  -/f(x)dx. 

a  b 

b  b  b 

3.  /[f (x)  dx  +  ^(x)  dx]  =/f(x)  dx  +  /99(x)  dx  . 

a  a  a 

b  c  d  b 

4.  /f  (x)  dx  =  /f  (x)  dx  +  /f  (x)  dx  +  /f  (x)  dx  , 

a  a  c  d 

c  imd  d  Werte  zwischen  a  und  b. 

5.  Mittelwertsätze.    Wenn  f(x)  in  dem  Intervall 
x  =  a  bis  x  =  b  stetig  bleibt,  ist: 

b 

/■f(x)  dx  =  (b  —  a)  f  [a  +  £  (b  —  a)]  ,        0  <  £  <  1  ; 
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wenn  ferner  f(x)  in  dem  Intervall  a  <x<  b  positiv  und 
nicht  überall  gleich  Null,  so  ist 

b  b 

y"99(x)f(x)dx  =  99(c)|f(x)dx  ,     a<c  <b. 

a  a 

6.  Angenäherte  Berechnung   eines   bestimmten 

b 

Integrals  y^f(x)dx.    —   Es   sei  für  jeden  Wert  von   x 

a 

zwischen  a  und  b  für  eine  Funktion  99  (x) 

99(x)<f(x),     desgleichen  für  eine  zweite  ip{x) 
i/;(x)>f(x),     dann  ist 

b  b  b 

/^(x)  dx  </f  (x)  dx  </v^(x)  dx  . 

a  a  a 

Simpsonsche   Regel.      Um  einen  Näherungswert 

xan 

von  y^f(x)dx  zu  finden,  teile  man  die  Strecke  zwischen 

Xq  und  X2n  in  2n  gleiche  Teile  von  der  Länge  h,  und 
bestimme  die  zu  den  Teilpimkten   gehörigen  Ordinaten 
^0  5  Jn  J2  •••  y2nj   dann  ist  annähernd 
h 

jf(x)dx=^  (yo  +  4yi  +  2y2  +  4y3  +  2y,+  ...  +  y2n) 

Xo 

(s.  auch  §  94,  iJ. 

7.  Summierung  von  Reihen  durch  bestimmte 
Integrale. 

Wird  f(x,  m)dx  zwischen  zwei  Grrenzen  a  und  b, 
die  von  m  unabhängig  sind,  integriert,  so  ist  das  Ergebnis 
im  allgemeinen  wieder  eine  Funktion  von  m,  so  daß  also 

b 

Jf  (x ,  m)  d  X  =  9?  (m)  ,     daher 

b  a 

/[f(x,  0)  +  f(x,  l)  +  f(x,  2)+  ...  +f(x,  n-l)]dx 
^99(0) +  9^(1) +  (^(2)+  ...+^(n-l). 
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Läßt  sich  die  unter  dem  Integralzeichen  stehende 
Eeihe  leicht  summieren,  so  erhält  man  die  Summe  der 
rechts  stehenden  Reihe  in  Form  eines  bestimmten 
Integrals*), 


8.     f /■f(x,«)dx=/"^-^)d 

docj  J       doc 


X 


b  b 

~jf(x,«)dx=j  -^--  dx+f(b,  <x)--f(a,^)^, 


a  a 

wenn  die  Grrenzen  a  und  b  konstant  sind  in  Beziehung 
auf  oc,  dagegen 

b  b 

d 

a  a 

wenn  a  und  b  Funktionen  von  oc  sind. 

/[/f (x,  y)  dx]  dy  =  /[/f  (x,  y)  dy]  dx  , 

c    a  a    c 

wenn  f(x,  y)  für  a<x<b,  c<y<d    eindeutig   und 
stetig  ist. 

9.    Besondere  bestimmte  Integrale. 


/dx  ji 

a  +  bx2       2)^ 


yä/b 


2. 

0 


f       dx        _ 

[) 
1 

/dx  71  r   xdx 


*)  S.  Sohloemilch,  Übgsbch.  z.  St.  d.  höh.  An.  2.  Teil,  S.  168. 
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yi-:^  2.4.6...2n         2    ' 

/  sin2nxdx  =  — 


0 

3«5...(2n-l)    jt 
2.4-6  ...  2n  ~     2 

2 


1 


=  /cos2»xdx;        2ii>0. 

0 


.       .    x2n+i  2.4.6...2n 

5.      / -T—      -dx  = 


yi_x2  1.3.5...  (2  n+1)' 

0 

TT 

/sm2'i+ixdx  =  -^ 


2.4.6  ...  2n 
•3  ...  (2n+l) 


=  /cos2'^+ixdx;    2n+l>l. 


_       ,  sinax  ^         TT 

6.     /--^dx  =  -;        a>0; 

ö 

00 

/cosax  , 
dx  =  cx) . 

0 

0  0 

Bürklen,  Formelsammlung.  14 
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ex 


n! 


X"  e~"  *  ^  (I X  =  -^-j^  (a  >  0 ,  n  ganze  Zahl). 


C)    Anwendung  der  Infinitesimalrechnung   auf 
(jeometrie. 

§  94.     Ebene  Kurven. 

1.  Ist  y  =  f(x)   die  Gleichung   einer  Kurve,   r   der 

Winkel   der  Tangente   mit    der  X-Achse,    dann    ist 

(ds  s.  §  94,  J: 

dy  dx  dy        , 

sinT  =  -— ,       cosT  =  -— ,       tgT=-— =  y. 
ds  '  ds  '        ^         dx      "^ 

"Wenn  y'=0,    dann   ist   die  Tangente  parallel  der 

X-Achse,   ist  y''=oo,   so   ist  sie  parallel  der  Y-Achse. 

2.  YerlaUsf.  Die  Kurve  steigt  (d.  h.  y  vv^ächst)  bei 
zunehmendem  x,  wenn  j"^>0,  sie  fällt,  wenn  y'<0. 

Die  Kurve  ist  in  irgend  einem  Punkt  erhaben 
(konvex)  gegen  die  X-Aclise,  wenn  y  mid  y"  für  diesen 
Punkt  gleiche  Zeichen  haben;  im  andern  Falle  ist  sie 
liolil  (konkav)  gegen  die  X-Achse  (s.  §  89,  j^). 

3.  Besondere  Punkte.  Für  einen  AVendepunkt 
der  Kurve  y  =  f(x)  haben  r(x  — h)  und  f"(x  +  h)  ent- 
gegengesetzte Vorzeichen  (h  unendl.  kl,).  Die  Koordi- 
naten der  AVendepunkte  ergeben  sich  aus  der  Kurven- 
gleichung und  aus  der  Bedingung:  f''(x)  =  0,  während 
r(x):^0;   oder  aus  f'(x)  =  oo. 

Für  die  in  Polarkoordinaten  gegebene  Kurve  r  =  f  (r/) 
erhält  man  die  Koordinaten  der  Wendepunkte  aus  dieser 
Gleicliung  und  aus 

r2_|_2r'2  — rr''=0  . 

Ein  Punkt  ist  ein  vielfacher  Punkt,  wenn  sich 
melu-ere  Kurvenzweige  in  ihm  schneiden,  es  müssen 
sicli  also  fiir  ihn  mehroi-e  Werte  von  y'  ergehen. 


«)    ffx  +  2iiv£  +  f;y(i!.)=0; 


J.7/2    x^    p//  pff 
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Dies   ist  mögiich,    wenn   —  =  -  - -^   die  Form 

annimmt,  wenn  also  fx  =  0 ,  f'y  =  0  .  Durch  Ableitunii- 
des Zählers  und  des  Nenners  der  rechten  Seite  nach  x 
erhält  man  zur  Bestimmung  von  y': 

hieraus  ergeben  1  \  AVerte  von  y',  d.  h.  der  Punkt  ist 

Doppelpunkt,  bzw.  Rückkehrpunkt  oder  Selbst- 
berührung-spunkt,  bzw.  isolierter  Pmikt,  je  nachdem 

1.7/2    > 

< 

Für   einen  Rückkehrpunkt  (Abszisse  x^)   erster   Art 
(Zweige  auf  verschiedenen  Seiten  der  Tangente)  erhält 

d2y 
man  mit  Xq  -f  h  zwei  verschiedene  Werte  von  — ~  mit 

dx^ 
entgegengesetzten    Zeichen;     für     den     Rückkehrpunkt 
zweiter  Art  erhält  man  in  derselben  Weise  Werte  mit 
gleichen  Zeichen. 

Besondere   Punkte    im   Ursprung  0.      Es    sei 
A  +  (Bx  +  Cy)  +  (Dx2  +  Exy  +  Fy2)+  ... 
+  (P  x^  -f  Q  x^-i  y  +  . . .  +  S  y")  =  0 
die  Gleichung  einer  Linie  n-ten  Grades.     Ist  nun 

(x)  A  =  0 ,   so  geht  die  Linie  durch  0   und   es   ist 
Bx  +  Cy  =  0  die  Gleichung  der  Tangente  in  0; 

ß)   A  =  B  =  C  =  0  ,    so  ist  0  doppelter  I^mkt  und 
;  es    ist    Dx''^  +  Exy  +  Fy2  =  0    die    gemeinschaftliche 
Gleichung  der  Tangenten  in  0.    Ist  dabei  E^— 4DF^-^0  , 
so  sind  dieselben  bzw.  i-eell  getrennt,  reell   zusamineii- 

14* 
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fallend  oder  imaginär  und  0  ist  bzw.  eigentlicher  Doppel- 
punkt, Rückkehrpunkt  oder  Einsiedler. 

Einen  Doppelpunkt  der  Kurve  x  =  ^(t),  j  =  yj{t) 
bestimmt  man  aus 

X  =  99(ti)  =  (p{t^)  ,         y  =  yj(t^)  =  yj{t^)  , 

einen  Rückkehrpunkt  aus  — -  =  0  ,     —  =  0  . 

In  zweifelhaften  FäUen  ist  eine  Untersuchung  der 
Kurve  ia  der  Nähe  des  Punktes  nötig. 

4.   Größenbestimmungen. 

Bogenelement 
ds  =  +  ydx2+dy2  =  +  yi4-y'2.dx  =  +  y(dr)2+(rd^)2. 

d  s  muß  bei  der  Bestimmung  von  sin  i  und  cos  t 
(s.  1.)  mit  dem  Zeichen  genommen  werden,  das  dem 
für  tgr  entspricht. 

Die  Tangente  und  Normale  in  Punkt  P  schneiden 
die  X-Achse  in  T,  bzw.  in  U,  dann  ist: 


Tangente  PT  =  |,  • /l +y'^'  =  y|/ 1  +  (J^)'; 

y 

Subtangente  =--.: 

J 

Normale  PU  =  yyi+/2. 

Sub  normale  =yy'. 

Polarkoordinaten:  ju  Winkel  der  Tangente  PT 
mit  dem  Fahrstrahl  OP  zum  Berührmigspunkt  P,  im 
Sinne  des  wachsenden  Winkels  99  genommeu;  das  Lot 
auf  OP  in  0  schneide  die  Tangente  in  T,  die  Normale 
in  N,  dann  heißt  PT  die  Tangente  (T),  PN  die  Nor- 
male (N),  OT  Polarsubtangente  (St),  ON  Polarsub- 
normale (Sn)  und  es  ist 
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'^^=7h-'l^)^  ^-']/'4vJ'^  ^=^^'^+^"^ 


St 


r' 


S„  =  r' 


1)  Y-y 

2)  F^X- 

3)  (X-x) 


(X-x); 


0.  Gleichung  der 

Tangente  im  Punkt  (x,  y),  an  die  Kurve  y  =  f(x), 
bzw.  F(x,  y)  =  0  ,  bzw.  x  =  99(t) ,  y  =  ?/;(t) ,  X  und  Y 
laufende  Koordinaten: 

dy 
dx 
x)  +  Fy(Y 

6.  Bestimmung  der  Asymjjtoten.  Die  Gleichung 
einer  Asymptote  kann  in  einer  der  Formen  geschrieben 
werden : 

y  =  mx-l-c,    x=^ jLtj-\-y  ;     hierbei  ist 


dx 


0; 

=  0  . 


m 


lim 


jbi  =  lim 


lim 


lim 


<iy 

dx 

dx 

dy 


c  =  lim  (y  —  m  x) 
y  =  lim  {x  —  juy) 


y  =  oo 


y  =  00 


Bei  einer  Linie  n-ten  Grades  kann  man  die  n  mög- 
lichen Asymptoten  (Tangenten  in  den  n  Schnittpunkten 
der  unendlich  fernen  Geraden)  erhalten,  indem  man 
ausdrückt,  daß  die  Richtungsgerade  (y  =  mx)  mit  der 
Kurvengleichung  eine  Wurzel  x  =  oo  und  daß  die 
Asymptote  (y  =  mx  +  c)  deren  zwei  hat.  Man  setzt 
daher  das  Aggregat   der  Glieder   n-ter  Ordnung  gleich 

y 

Null  dividiert  mit  x^  und  löst  nach  ~~  auf.    Die  n  Wurzel- 

y  X 

werte  (m)  für  —  sind  die  Richtungskoeffizienten.    Man 
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setzt  nun  y  =  m  x  +  c  in  die  Kurvengleiclning  ein  mul 
ordnet  nach  Potenzen  von  x.  Der  Faktor  von  x"  wird 
von  selbst  zu  Null.  Aus  dem  gleich  Null  gesetzten 
Faktor  von  x^~"^  ergibt  sich  c. 

Für  die  Kurve  v  =  i{(p)  (Polarkoord.)  bestimmt  sich 
die  Richtung  einer  Asymptote  aus  dem  Wert  von  q^^ 
für  welchen  r  =  cx)  wird;  die  Lage  der  Asj^mptote  ergibt 
sich  aus  der  Polar subtangente,  für  welche  man  liat 


St  =  lim  — 
r' 

Asymptoten  parallel  der  Y-Achse.  Man  sucht  die 
Werte  von  x.  für  welche  v  =  oo  wiixl.  —  Für  die  Kurve 
,vPF(x)+y-'Fi(x)  +  ...+Fp(x)  =  0,  -F(x),  F,{x)... 
ganze  rationale  Ausdrücke  —  ergeben  sich  die  zur  Y-Achse 
parallelen  Asymptoten  aus  F(x)  =  0.  Auf  entsprechende 
Weise  erhält  man  die  zu  der  X-Achse  parallelen  Asymptoten. 

7.  Berührung  von  Kurven.  Zwei  Kurven 
y  =  f(x)  und  y  =  ^^(x)  haben  in  einem  bestimmten,  ge- 
meinschaftlichen Punkte  (Abszisse  Xq)  eine  Berührung 
ii-ter  Ordnung,  wenn  f(xo)  =^  99(Xo)  und  für  denselben 
alle  Ableitiüigen  von  f(x)  und  <^(x)  bis  zur  n-ten  ein- 
schließlich einander  gleich  sind.  —  Eine  Berührung  n-ter 
Ordnung  kann  aufgefaßt  werden  als  eine  Grrenzlage,  bei 
welcher  n-j-l  Schnittpunkte  der  beiden  Kurven  in  einen 
zusammenfallen.  Eine  Grerade  y  =  mx-}-b  bildet  mit  einer 
Kurve  y  =  f(x)  eine  Berührung  n-ter  Ordnimg,  wenn  für 
den  gemeinschaftlichen  Punkt  alle  Ableitungen  von  f  (x) 
bis  zur  n-ten  emscliließlich  verschwinden  und  f'(x)  =  m 
(Wendepunkt,  wenn  n  gerade,  Flachpunkt,  wenn  nun- 
gerade ist).  Das  Berühren  ist  mit  Schneiden  oder  Nicht- 
schneiden  im  Berührmigspunkt  verbunden,  je  naclidem 
die  Berührung  von  gerader  otler  ungerader  Ordnung  ist. 
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8.  Krüiii  mungskrei s.  Er  ist  derjenige  KreLs,  der  mit 
einer  Kurve  eineBerührimg  zweiter  Ordnung  imPimkt(x,y) 
liat;  der  Mittelpunkt  desselben,  der  Krümmungsmittel- 
])unkt,  ist  der  Schnittpunkt  zweier  unendlich  naher  (zu- 
sammenfallender) Normalen.  Der  Krümmungshalbmesser  o 
und  die  Koordinaten  (X,  Y)  des  Krümmungsmittelpunktes 
sind  bestimmt  durch  die  drei  Gleiclumgen: 

1)  (x-X)2  4-(y-Y)-^  =  ^S 

2)  (x-X)  +  (y-Y)./=0, 

3)  1  _^y'2_|_(y  _  Y) y"=  0  ,   hieraus  ergibt  sich 

Krümm  nngslialbmesser  ^  =  +  (1  +y'"^P  •  y'' 
(+  je  nachdem  y"^0) 

f  x=.x-(i+/2)-y':y% 
l  Y  =  y  +  (i+y''^):y".  _ 

Ist  die  Kui've  gegeben  durch  die  Grleichujigen 
x  =  (p{t)  und  y=y;(t),    so  ist 

((?=(x'^  +  y'^)^:(x'y"-x-y'), 

X  =  X  -  y'(x"^  +  y'2) :  (x'  /'-  x'^  y')  , 
[  Y  =  y  +  x'(x'-^  +  y'--^) :  (x'  /'-  x''  y')  . 
Für  Polarkoordinaten  hat  man 

(r2  +  r'^)-i 

Q  =  ±. 


r^-f-  2  r"-^—  rr" 
Der  K  0  n  t  i  n  g  e  n  z  w  i  n  k  e  1  d  T  ist  der  Winkel  zweier  i  in- 
endlich nahe]'  Tangenten,  er  ist  gleich  dem  Differential  des 
Neigungswinkels  der  Tangente  gegen  die  Polarachse ;  es  ist 
dxd^y  — d^xdy  /dr^   rdg? 


ds^  ^       \ds/       dr 

ds  ds 

dr       dw-l-dM 

1  (IT 

Mal)  der  Krümmung,  kurz  Kriinimung:  — =-— 

(j  .     ds 
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9.  Die  Evolute  einer  Kurve  ist  der  geometriscJie 
Ort  des  Krümmungsmittelpunktes.  Ihre  Gleichung  wird 
erhalten,  indem  man  aus  den  Grieichungen  für  X  und  Y 
in  Nr.  8  unter  Benutzung  der  Kurvengleichung  x  und  y 
eliminiert.  Die  gegebene  Kurve  heißt  Evolvente.  Jeder 
Krüimnungshalbmesser  ist  Normale  zur  Evolvente,  Tan- 
gente an  die  Evolute.  Differenz  zweier  Krümmungs- 
halbmesser gleich  dem  dazwischen  liegenden  Bogen  der 
Evolute.  Wird  ein  mn  die  Evolute  gelegter,  biegsamer 
und  unausdehnbarer  Faden  in  straffer  Spannung  abgelöst, 
so  beschreibt  der  Anfangspunkt  des  Fadens  die  Evolvente. 

10.  Hüllkurven.  Die  Grieichung  F(x,  y,p)  =  0, 
worin  p  ein  veränderlicher  Parameter  ist,  stellt  eine 
Kurvenschar  dar,  welche  eine  Kurve  umhüllt;  die 
Gleichung  der  umhüllten  Kurve  ergibt  sich  durch 
Elimination  von  p  aus  den  Gleichungen 

1.  F(x,y,p)  =  0     und 

^p 

Enthält  die  Gleichung  der  beweglichen  Kurve  zwei 
veränderliche  Parameter  p  und  q,  zwischen  welchen  die 
Beziehung  99  (p,  q)  besteht,  so  ergibt  sich  die  Gleichung 
der  Hüllkurve  durch  Elimination  von  p  und  q  aus  den 
drei  Gleichungen: 

^•Tq-^'^  =  ''    F(x,y,p,qHO,    ^(p,q)  =  0. 

11.  Flächeninhalt  (Quadratur).  Der  Inhalt  J  der 
Fläche,  welche  zwischen  der  Kurve,  der  X-Achse  und 
den  zu  den  Abszissen  x^  und  x^  gehörigen  Ordinaten 
eingeschlossen  ist,  ergibt  sich  aus 

J=/f(x)dx, 
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oder  bei  schiefwinkligen  Koordinaten 

J  =  sin  j/ff(x)dx  . 

Xo 

Soll  die  Fläche  begrenzt  sein  durch  die  Kurven 
y  =  f(x),  y  =  ^(x)  und  die  zu  x^  und  x^  gehörigen 
Ordinaten,  so  ist 

J=/[f(x)-97(x)Jdx. 

Xo 

Simpson  sehe  Regel.  Ist  f(x)  höchstens  vom 
dritten  Grrade,  y^  die  Ordinate  in  der  Mitte  zwisclien 
Xq  und  x^,  dann  ist 

/f  (x)  dx  =  J-(xi  -  Xo)  (yo  +  4  y^  +  yj 

(s.  auch  §  93,,). 

12.  Kurvenlänge  (Rektifikation).  Die  Länge  s 
eines  Kurventeiles,  welcher  zwischen  den  Abszissen  x^ 
und  x^  liegt,  ist 

Xl Xi 

s  =/ydx2  +  dy2  =/yi  +"y'2  ax  . 

Xq  Xq 

13.  Polarkoordinaten:  Fläche  zwischen  der 
Kurve  und  den  zu  cp^  und  q)^  gehörigen  Strahlen 

Vi. 

«Po 

Kurvenlänge: 


s  = 

Vo 


.  /  yr^_|_  r2 .  d(^  =  /l/l  +  r2  (^]\  dr  . 
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§  95.    Raumkurven  (dopi)elt  gekrümmte  Kurven). 

1.  Eine   Ramnkurve   ist   gegeben   durch   die  Glei- 
chungen 

lv~!;lti'     oder     iH^^yr^^)-0,    (Schnittlinie  der 
[zI^^W  \F(x,y,z)^-0  Flächen) 

oder     ^  ^' ""  ^^  (^'     (Projektionen 
\  z  =(p^ (x)      der  Kurve). 

2.  Bogenelenient 

ds=]/dx2  +  dy2  +  dz2  =yr+y'2  +  772 .  dx  . 

3.  Gleichungen  der  Tangente  im  Punkt  (x,  v,  z) 

X-x      Y-y       Z-z 

oder 


dx  dv  dz 

x-^(t)   Y-;/,(t)    z-2(t) 


oder 


?''(*)       '/(t)        /(t) 

Winkel    a,    /^,    ;'    der    positiven    Tangenteii- 
riclitung  mit  den  Achsen  bestimmt  durch 

dx  ,      dv  dz 

cos  (X  =  -z-  ,      cos  /)  =  /    ,       cos  7  =  -^  . 
d  s  d  s  d  s 

-1.  (ilt'icliung  der  Normalcltene  im  P\mkt  (x,  y,  z) 

(X    -  x)  d  X  -j-  ( Y  —  v)  d  V  +  (Z-  —  z)  d  z  =  0  ,     oder 

|X  -  <^(t)]  ^/(t)  +  I Y  -  -  v^(t)]  v^'(t)  +  |Z  --  z(t)l/(t)  =  0 

oder     (X—  x)  cos  oc  -f-  (^'  -  >')  cos  ^  -f  (Z  —  z)  cos  y  ---  0  . 

5.    Gleichung  der  Schmiegungsehene  (=  Kriun- 

mungsebene  =  Oskulationsebene  =  Ebene  durch  Punkt 

[x,  y,  z]  und  zwei  unendlich  nahe  Punkte) 

(X  —  x)  cos  X-{-{Y  —  \)  cos  fi-\-(Z  —  z)  cos  v  =  (I       oder 

A(X  -  X)  +  B(Y  -  y)  +  C(Z  -  z)  =  0  , 
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wobei     A  =  d  y  d-  z  —  d -  y  d  z  ,        B  =  d  z  d'^x  —  d- z  dx  , 
C  =  d  X  (P  y  —  d  -  X  d  y : 
Normale  zur  Schmiegungsebene  (Bi normale) 
X— x_Y— y       Z-z 
A      ~      B^     ~"  ~~C~  * 
Die   Winkel   X,   /*,    v    dieser    Normalen    mit    den 
Aelisen  sind  bestimmt  durch 

.       A  B  C  ^    . 

cos  /  =  _   ,       cos  /^  =  —  ,       cos »;  =  _  ,       wobei 

D=]/A2  +  B^C2. 
Die  Haupt  normale  ist  die  Schnittlinie  der  Normal - 
ebene  mit  der  Schmiegungsebene;  die  Grleiclmngen  der 
Hauptnormalen  sind: 

X  -  X  _  Y  -  y       Z  -  z 

ds  ds  ds 

Für  die  Richtungswinkel  |,  7/,  C  der  positiven  Haupt- 
normalen  hat  man: 
I  cos  I      d  cos  (X  cos  f]      (1  c(js  ß  cos  C      d  cos  y 

<_>!  ds       '  Q^  ds      '  ()i  ds 

6.  Kontingen z Winkel  dr,  d.  h.  Winkel  zwischen 
zwei  unendlich  nahen  Tangenten: 

dr  =  —^  =  (/(d  cos^a)2  +  c-os  ;-)-' . 

Erster  Krümmungshalbmesser 
_  ds  _ds:^ 
^1  ~d7~  D   • 
Der  Krümmungsmittelpunkt  liegt  in  der  Schmie- 
gungsebene, auf  der  Hauptnormalen  und  kann  als  Schnitt 
der  Hauptnormalen  mit  einer  unendlich  nahen  Normal- 
ebene betrachtet  werden. 
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Die  Koordinaten  des  Krümniiingsmittelpunktes  sind 

1^  d^  d-^-^ 

^=^+^'irr'  ^=y+e'Tr'   ^=^+^'^- 

Unter  der   (ersten)  Krümmung   oder  Flexion   ver- 
stellt man  dr       1 

ds       q^  ' 

Kurven  mit  der  Flexion  Null  ( -  -  =  0  j  sind  gerade 
Linien.  ^^i         ' 

7.  Torsions  Winkel  d?^,  d.  li.  Winkel  zweier  un- 
endlich naher  Schmiegungsebenen 

(W  =  ]/(d  cos  A)2  +  (d  cos  juY^  +  (d  cos  r)^ . 
Zweite  Krümmung  oder  Drehung  (Torsion)  der 
Kurve  d^       1 

~  d s       Po' 

(1         \ 
Kurven  mit  der  Torsion  Null  I  —  =  0)  sind   ebene 

Kurven.  ^^'^        ' 

Zweiter    Krümmungshalbmesser    (Halbmesser 

der  Drehung) 

ds 
Oo  =  +  V  TT    (linl^s  oder  rechts  gewundene  Kurven). 

8.  Frenets  Formeln: 


d  cos  (X 

cos|^ 
cos| 
cos^ 

dcos/5 
"  d7    " 
dcos// 
"~ds" 
cosA 

COS»; 

cos?y 

Q2       ' 

dcos?y 

ds 
dcost 

ds 

d  cos  y 

"~ds 

dcosr 

ds 

cos^ 

cosy 

cosC 

ds 

dcosA 

ds 
dcosi 

^1 

cosC 

^2 

cos/^ 

ds 

Qi 

e.  ' 

Q2 

cos;/ 

^1 

^2 
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9.  Schmiegungskugel,  Grenzlage  einer  durch  vier 
unendlich  benachbarte  Punkte  einer  Eaumkurve  gehenden 
Kugel;  ihr  Mittelpunkt  (xq,  Jq,  Zq),  der  Schnittpunkt 
dreier  unendlich  naher  Normalebenen,  bestimmt  sich  aus 

Xo  =  X  +  ^1  cos  ^  —  ^2  -^  cos  /  , 

Q.  S 
yo  =y  +  ^1  COST;  -  ^2  -^  COS/^  , 
Zo  =  Z  -f-  ^j^  COS  C  —  ^2  ~T^  ^OS  V  . 

Der  Schnitt  der  Schmiegungskugel  mit  der  Schmiegungs- 
ebene  heißt  Schmiegungskreis. 

10.  Rektifikation,  die  Länge  s  eines  Bogens  der 
Kurve    x  =  99(t),     y  =  'y;(t),     z=:;^(t)     zwischen    den 

Punkten  Xq,  Joi  ^o  ^^^  ^i?  l\i  H  ist 
ti 


\nh^fhU 


dt. 
]   \(lt/    ■    Vdt/    ■    \dt/ 

to 

§  96.    Krumme  Flächen. 

1.  Eine  Fläche  ist  gegeben  durch  die  Gleichung 
F(x,  y ,  z)  =  0 ,  oder  entwickelt  z  =  f  (x,  y) ,  oder  diu-ch 
X  =  99(u,v),    y  =  'j/;(u,v),     z  =  ;t(u,v). 

Bezeichnungen: 
^z  bz  b'^z  b^z  ^2z 

^x^P'    "^y^^'     ^^^'''     ^xdy^^'    W^^' 

2.GleichungderBerührungsebeneimPunkt(x,  y,  z) 

(X-x)F;  =  (Y-y)F;  +  (Z-z)F;  =  0,     oder 
p(X-x)  +  q(Y-y)-(Z-z)  =  0. 

3.  Gleichungen  der  Normalen  im  Punkt  (x,  v,  z) 
'  ^-xY-y_Z-z 


cos  A  = 

Fy 

COS/i  =  — (    ,          (iOSV^ 

cosi  = 

P 
n  ' 

GOS  jU  =  —  ,            cos  V  = 

1 
n 

W- 

n2  =  p'^  +  q2+l. 

und 
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X-x      Y-y 

oder  — = ^  =  —  (Z  —  z)  . 

P  q 

Winkel  >?.,  /t,  >^  der  Normalen  mit  den  Achsen  be- 
stimmt durch 


bzw. 
Avobei 


4.  Die  Schnittlinie  irgend  einer  durch  die  Normale 
gehenden  Ebene  mit  der  Fläche  heißt  Normalschnitt. 
Es  sei  Q  der  Krümmungshalbmesser  eines  Normalschnittes 
im  Punkt  P,  ^,  ß^  y  die  Winkel,  welche  die  Tangente 
des  Normalschnittes  in  P  mit  den  Achsen  bildet,  dann  ist 

0  =  /l  +  PM=q-      ^ 

^      r  COS  2  öc  -f  2  s  cos  (x  cos  ß-\-\  cos  '^  ß  ' 
Satz   von  Meunier.     Geht   eine  Ebene  durch  die 
Tangente   eines   Normalschnittes    (im   Fußpunkt   P    der 
Normalen),   so  ist  der  Krümmungshalbmesser  o'  dieses 
scliiefen  Schnittes  im  Punkt  P 

^'=^cos(^^')     oder 
der  Krümmungshalbmesser  des  scliiefen  Schnittes  wird 
erhalten,    indem    man    den   Krümmungshalbmesser    des 
Normalschnittes   auf   die  Ebene   des   ersteren  j)rojiziert. 

5.  Die  beiden  (aufeinander  senkrechten)  Ebenen,  für 
welche  q  einen  größten  {^^  und  einen  kleinsten  Wert  (^2) 
erreicht,  heißen  H a u p  t  n  0 r  m  a  1  s  c h ni  1 1  e ,  die  Kr ünunungvS- 
halbmesser  q^  und  o.,  derselben  bestimmen  sicli  aus  den 
Gleicliungen 


+  (?.  = 
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(l+q2)r-2pqs  +  (l+P^)t 


rt  — s'-^ 


o  n.,  =  ^      oder  als  Wurzeln  der  Grleiclmng 

rt  —  s^ 

(rt-s2)o2-|(l+q2)r-2pqs4-(l+p2)t]n^+n4  =  0. 

6.  Satz  von  Euler.  Für  irgend  einen  K^ormal- 
sclinitt,  dessen  Ebene  mit  der  Ebene  des  zu  q^  ge- 
h()rigon  Ilauptnormalsclmittes  den  Winkel  99  bildet,  ist 

1        008^99       sin  2^9 

Q  Qi  Q2      ' 

Der  Ausdruck 

heilst   das  (Gaußsche)  Maß   der  Krümmung  für  den 
betreffenden  Pmikt. 

Satz  von  Gauß:  Das  Krümmungsmaß  bleibt  bei 
einer  beliebigen  Yerbiegung  der  Fläche  ungeändert;  oder': 
Sind  zwei  Flächen  aufeinander  abwickelbar,  so  haben  sie  in 
je  zwei  entsprechenden  Punkten  gleiches  Krümmungsmaß. 

7.  Sind  q'  und  q"  die  Krümmungshalbmesser  zweier- 
aufeinander  senkrechten  Normalschnitte,  so  ist 

Q         Q  Ql       Q2 

d.  h.  für  denselben  Pimkt  einer  Fläche  ist  die  Summe 
der  Krümmimgen  konstant. 

8.  Krümmungslinie  heißt  der  Ort  des  Pimktes 
einer  Fläche,  für  welchen  die  unendlich  nahen  Normalen 
zur  Fläche  sich  schneiden;  die  Normalen  gehören  daher 
einer  abwickelbaren  Fläche  an.  Durch  jeden  Punkt  einer 
Oberfläche  gehen  zwei  Krümm\mgslinien,  die  aufeinander 
senkrecht  sind  und  die  Tangenten  der  Hauptnormalschnitte 
berüliren.     Sie  sind   dargestellt  diirr-li  die  Gleichung 
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[(1  +  q^)  «  -  P  q  t]  (g)  V  [(1  +  (12)  r  _  (1+  p2)  t]  (g) 

+  [pqr-(l+p2)s]  =  0 
und  durch  die  Grleichung  der  Fläche. 

9.  Eine  auf  einer  Fläche  liegende  Linie  heißt  geo- 
dätische Linie,  wenn  ihre  Schmiegungsebenen  zugleich 
Normalebenen  zur  Fläche  sind.     Ihre  Gleichungen  sind 
^F  ^F  d^ 

dx  dj  dz 


d  cos  oc       d  cos  ß       d  cos  / 
Die  kürzeste  Verbindung   zweier  Punkte  auf  einer 
Fläche  gehört  einer  geodätischen  Linie  an. 
10.  Hüllfläche.     Die  Gleichung 
F(x,  y,z,p)  =  0, 
worin  p   ein   veränderlicher  Parameter   ist,    stellt   eine 
Flächenschar    dar,    welche    eine  Fläche    umhüllt.      Die 
Gleichung  der  Hüllfläche  ergibt  sich  durch  Elimination 
von  p  aus 

(      F(x,y,  z,p)  =  0      und 

^F(x,y,z,p)      ^ 
l  (3p 

Enthält    die    Flächengleichung    F(x,  y,  z,  p,  q)  =  0 

zwei  veränderliche  Parameter  p  und  q,   die  durch   die 

Gleichung  <^(p,  q)=^0  miteinander  verbunden  sind,   so 

wird  die  Gleichung  der  Umhüllungsfläche  erhalten  durch 

dq 
Entfernung  von  p  und  q  und  — -  aus 

F(x,y,  z,p,q)  =  0  ,       9^(p,q)  =  0  , 
^p        ^q    dp  '        (5p        ^q    dp 
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Enthält  die  Gleichung-  der  be^vegten  Fläche  zwei, 
voneinander  unabhängige  Parameter  p  und  q,  so  Avird 
die  Grleichung  der  Hüllfläche  erhalten  als  Eliminatious- 
resultat  von  p  und  q  aus 

d¥  dV 

F(x,  y,  z,p,q)  =  0,        "^ p  =  ^  ^        d~^^  ' 

11.  Quadratur  (Komplanation)  der  Flächen, 
Das  Differential  der  Fläche  ist 


dF  =  y  1  +  p2  +  q2  .  dx  d y  ,     daher 
F  =  /dx/yi-[-p2  +  q2dy, 


xo      yo 
y-Q    und    j^    sind    die    der   Abszisse   x    entsprechenden 
Ordinaten  der  Projektion  des  Umrisses   der  Fläche   auf 
die  XY-Ebene,   Xq   und  Xj^    sind  die  Abszissen  zu  den 
Ordinaten,  welche  jene  Projektion  begrenzen. 

Bei  Drehflächen  ergibt  sich  ( —  X-Achse  ist  Dreh- 
achse — ): 

F  =  2  71  Ij  y  1  +  y^^  dx  =  2  jr/y  ds  . 
Bei  Polarkoordinaten  hat  man: 


(s.  §  76,3). 

12.  Kubatur. 

1.  Bei  Drehflächen  ( —  OX  Drehachse  — ); 
die  gedrehte  Fläche  ist  begrenzt  vom  gedrehten  Kiu-ven- 
bogen,  den  zu  den  Endpimkten  desselben  gehörigen 
Ordinaten  und  der  X-Achse. 

2.  Die  gedrehte  Fläche  ist  begrenzt  von  zwei 
Ordinaten  und   zwei  Kurs^en   v  =  f(x)   mid   \\^i^{x), 

V=7r/(y^-V?)ax. 

Bürklen,  Formelsammlung.  15 
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Viel  gebrauchte  Zahlenwerte. 


3.  Es  sei  u  der  Inhalt  eines  parallel  zur  Ebene  20i 
geführten  Schnittes,  dann  ist  der  Inhalt  des  Körpers, 
der  zwischen  zwei  parallel  zu  YOZ  geführten  Schnitten 
mit  den  Abszissen  Xq  und  x^  liegt, 

Y=Judx  (u  abhängig  von  x). 

Xo 

4.  Allgemeine  Formel: 

5.  Für  Polarkoordinaten  (Bezeichn.  s.  §  76,3) 

ergibt  sich  1  r  r  ^  a     a 

\  =  fl  I T"^  cos  (p  a(p  dif  . 


§97. 

Viel  gebrauchte  Zahlenwerte. 

Zahlenwert 

Logarithmus 

Zahlenwert 

Logarithmus 

/2  =  1,4142 

0,15052 

}^  =  1,2599 

0,10034 

y  3  =  1,73205 

0,23856 

)^=  1,4422 

0,15903 

y  5  =  2,2361 

0,34948 

1^=1,7100 

0,23300 

y  6  =  2,4495 

0,38  908 

1^6  =  1,8171 

0,25  937 

VlÖ  =  3,16225 

0,50000 

yTÖ=2,1544 

0,33333 

7r=3,1416 

0,49  715 

^2=9,8696 

0,99430 

27r  =  6,2832 

0,79818 

y^=l,7725 

0,24857 

47r=12,5664 

1,09921 

|/jr  =  1,4646 

0,16572 

1=1,5708 

0,19612 

—  =  0,31831 

0,50285-1 

|-  =  1,0472 

0,02003 

\  =  0,10132 

0,00570-1 

Viel  gebrauchte  Zahlen  werte. 
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Zahlenwert 

Logarithmus 

Zahlenwert 

Logarithmus 

^=0,7854 
4 

0,89509-1 

^=0,56419 

0,75143-1 

^=0,5236 
6 

0,71900-1 

^  =0,68278 

in 

0,83428-1 

-i7r=4,1888 

0,62209 

180 
—=57,29578 

71 

1,75812 

g=9,81 

0,99167 

e  =  2,7183 

0,43429 

1=4,905 

0,69064 

e2==7,3891 

0,86  859 

—  =  0,1019 

0,00  833-1 

6^  =  20,086 

1,30288 

yg=3,1321 

0,49583 

]/e  =  1,6487 

0,21715 

-^=1,0030 

/g 

0,00132 

1^=1,3956 

0,14476 

15  = 


In  unserem  Verlage  erschien : 

jy^athematische  jy^ußestunden 

Eine  Sammlung 

von  Geduldspielen,  Kunststücken 

und  Unterhaltungsaufgaben  mathematischer  Natur 

Von 

Dr.  Hermann  Schubert 

Professor  an  der  Gelehrtenschule  des  Johanneums  zu  Hamburg 

Zweite,  stark  vermehrte  Auflage. 

Kleine  Ausgabe  in  einem  Band  gebunden  Mark  5.— 
Große  Ausgabe   in   drei  Bände  gebunden  ä  Mark  4.— 


'  Wie  schon  der  Titel  sagt,  handelt  es  sich  hier  um 
kein  streng  wissenschaftliches  Werk,  sondern  um  ein 
Buch,  in  dem  der  Verfasser  die  Gedanken  niedergelegt 
hat,  mit  denen  sich  jeder  Gebildete  in  seinen  Mußestunden 
gern  beschäftigt.  Es  sind  ungezwungene  kritisch-historische 
Betrachtungen  und  unterhaltende  Plaudereien  über  alle 
möglichen  Probleme  und  Kunststücke,  die  in  einer  auch 
dem  Laien  leicht  faßlichen  Form  vorgeführt,  erklärt  und 
ergänzt  werden. 

Der  Name  des  in  Schulkreisen  sowohl,  wie  in  der 
wissenschaftlichen  Welt  rühmlichst  bekannten  Verfassers 
bürgt  für  einen  gediegenen  Inhalt,  und  somit  dürfte  das 
Buch  nicht  nur  dem  Mathematiker  von  Fach,  sondern 
jedem,  der  sich  nur  einigermaßen  für  diese  Wissenschaft 
interessiert,  ja  überhaupt  jedem  denkenden,  gebildeten 
Laien  manche  genußreiche  Stunde  schaffen. 

G.  J.  Göschen'sche  Verlagshandlung   in   Leipzig. 
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30)61  Scitben  jufammcngcjtcllt  Don 
Dr.  ^ermann  Sdjxibcrt,  profcjfor 
an  öcr  (Belcl)rtenf(iiulc  ö.  3oI)an« 
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Sigurcn.    Itr.  14. 
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mit  (Einleitungen  unö  Hnmerfungcn 
Dcrfeljen  von  Prof.  ®.  Bcrlit,  Ober» 
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|l!tft0ttet{0mu#.    a:i)Coretifdie  pf)t)fil 

III.  Qleil:  (Elcftrisität  unö  IHagnetis» 
mus.       Don    Dr.   ©ujtao    3ägcr, 

grofcffor  an  öcr  Uniocrfität  IDien. 
tit  33  abbilö.    Itr.  78. 
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^ttvtffknnht,  |)I)t)rtrrfte«  t)on  Dr. 
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(Bünttcr,  profeffor  an  öcr  (Dberrcal» 
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ftfilo^it  >««?  |lfl(tnf*n.    Don  Dr. 

ID.  migula,  Prof.  a.  ö.  (Ee(f)n.  J^odifd). 

Karlsruhe,  mit  50  abbilö.  Hr.  141, 
^tttrner,  ^li^tnn»,  martin  £utl)cr, 

lEl)omas  mumcr  unö  öas  Kirdjcnlicö 

öes   16.   3al)r^.     ausgeroälilt  unö 

mit  (Einleitungen  unö  anmerfungen 

Dcrfcl)en  oon  Prof.  ©.  Berlit,  (Dberl. 
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muftlt«  i&tfd}id)U  htv  alUn  unh 
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mit  56  Rbbilöungen.    Hr.  84. 
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unö   ITtitteIbod[iöeutJd)c   (Brammatit 
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Dcrfud)sanftalt  flugujtenberg.  Xllit 
53  5iguvcn.    Ilr.  123. 

|täbik0<k0ilt  im  (Brunörig  oon  pro» 
fejfor  Dr.  VO.  Rein,  Direftor  öcs 
päöagogifdjen  Seminars  an  öcr 
UniDcrJität  3ena.    Ilr.  12. 

—  ^Befdjidttt  >«r,  oon  ©berlc^rer 
Dr.t}.lDcimerinlDiesbaöcn.  nr.l45. 

ftaläfxntologi«  o.  Dr.  Ruö.  Ijocmes, 
Prof.  an  öer  Unioerfität  (Braj.  Rlit 
87  flbbilöungcn.    Hr.  95. 

'ijftvfpeMivt  nebft  einem  Hnbang  üb. 
Sdiattcnfonitruftion  unö  Parallel» 
perjpcItiDC  oon  flrdjiteft  f}ans  Sreq» 
berger,  ©bcriebrer  an  öcr  Bouge» 
roerffcijulc  Köln.  Rlit  88  Hbbilö. 
Xtr.  57. 

PttV0Qvapijlt  oon  Dr.  TO.  Bruljns, 
Prof.  a.  ö.  Unioerfität  Strasburg  i.  (E. 
mit  15  abbilö.    nr.  173. 

flflauf«,  5  t«,  il)r  Bau  unö  ibr  £cbcn 
oon  (Dbcriebrer  Dr.  <E.  Denncrt. 
mit  96  abbilöungcn.    Ilr.  44. 


Ilfittnfenbioltffii«  oon  Dr.  ID.  migulo, 
Prof.  o.  ö.  QicAn.  Rodifctjule  Karls» 
rul)c.    mit  50  abbtiö.    Rr.  127. 

Vflan}tn-^0vpli0l06U,  -^ixato- 
tttl«  ttttb  -^Ijtjftoloiitt  oon  Dr. 
VO.  migula,  Profeffor  au  öcr  tEedjn. 
Ijodifdiulc  Karlsrube.  mit  50  Rb» 
bilöungen.    Rr.  141. 

Vflamtnvtidh  f  «>*.  (Einteilung  öcs 
gcfamten  Pflanscnrcidjs  mit  öcn 
toidjtigften  unö  bcfanntcften  Rrtcn 
oon  Dr.  5-  Rcinede  in  Breslau  unö 
Dr.  R).  migula,  profeffor  an  öcr 
lEcdjn.  ^odjfdiulc  Karlsrulje.  mit 
50  Siguren.    Rr.  122. 

|)flctnfenmtlt,  ill*,  htv  (ßtwafffv 
Don  Dr.  R).  migula,  Prof.  an  öer 
tEcd)n,  t^odifdjule  Karlsrul)c.  mit 
50  abbilöungcn.    Rr.  158. 

pifavmakoiinaftt.  Don  apotfjcicr 
$.  Sdjmittbenner,  Rffiftent  am  Bo» 
tan.  3n}titut  öcr  tEcdinifdjcn  I)od}. 
fdiule  Karlsrulie.    Rr.  251. 

^tfilofoptfit,  mttfül)vuni  in  M«, 
Pft}d)oIogic  unö  £ogif  jur  (Einfübr. 
in  öic  Pbilofopbi«  »o"  Dr.  SIj. 
(Elfenbans.    mit  13  5ig-    Hr.  14. 

Plf0t0^vapijie.  Don  Prof.  £).  Kcfelcr, 
5ad}Icbrer  an  öcr  I.  f.  (Srapl)ifdicn 
£ebr»  unö  Derfudjsanftalt  in  R)icn. 
mit  4  tafeln  unö  52  Rbbilö.  Rr.  94. 

mnfxh,  mijeovetifdit,  I.  Q:eil :  media» 
nil  unö  afuftif.  Don  Dr.  (Buftao 
3ägcr,  profeffor  an  öcr  Unioerfität 
n)icn.    mit  19  abbilö.    Rr.  7G. 

II.  ttcil:  £i(^t  unö  IDärme.    Don 

Dr.  (Buftao  3äger,  profeffor  an  öer 
Unio.R)ien.  mit  47  Rbbilö.  Rr.  77. 

III.  CEeil:  (Elcftrisität  unö  magne» 

tismus.  Don  Dr.  ©uftao  3äger, 
Prof.  an  öer  Unioerfität  IDien.  mit 
33  abbilö.    Rr.  78. 

|ll)t)[tltalirdt*  2lttf0at><nrammlttn0 
oon  (B.  ntabler,  Prof.  ö.  RTatbem. 
u.  Pbijfi'  atn  ©ijmnafium  in  Ulm. 
mit  öcn  Refultaten.    Rr.  243. 

|l^t)ftkaliril|«  $0vmtlfantmiunü 
von  (B.  mafjicr,  Prof.  am  (Bqm» 
nafium  in  Ulm.    Rr.  136. 


$dininlund  G^scben 


3ctneIcgontcm 
Ccintoanöbanö 


80|^f. 


6.  J.  ©SfcbenTcbe  Verlagebandlung,  Hefpztg. 


Dr.  Bons  Stegmann,  Konfcroator 
am  (Berman.  Ilationalmufcum  3U 
Hümberg.  mit  23  (tafeln.   Hr.  116. 

ftpttih,  Ucutrdte,  oon  Dr.  KBorinstl, 
Doacnt'a.  ö.  Unio.  münä|en.   Ilr.  40. 

P0ratntntUvtvti.  (Ecftil.3nöu|trie  II: 
IDeberei,  rOlrterct,  pofamcnttererel, 
Spieen»  un6  (Baröincnfabrifation 
un6  5tl3fabrifation  oon  profcffot 
iriay  ©Urtier,  Direftot  öer  KöniqL 
(Ecdin.  Scntrolftellc  für  ttcrtil«3nö. 
3U  Berlin,    mit  27  519-      Hr.  185. 

irfttdialagie  mt^  $00{lt  3ur  Clnfüljr. 
in  6tc  pi}lIofopI)lc,  oon  Dr.  ttl). 
(Elfenljans.    mit  13  $iq.    Hr.  14. 

^fnOjopljttfxk,  ©ruttbri^  htv^  oon 
Dr.  6.  5.  £tpps  In  £elp3lg.  mit 
3  5lguren.    Hr.  98. 

fUtditttn,  Httttfwättnirrfj«»,  oon 
Rtd)arö  3uft,  (Dbcrlcljrcr  an  öcr 
Öffentlldien  Ejanöclslcl)ranftalt  5  er 
Dresöenex  Kaufmannfd)aft.  I.  II.  III. 
Hr.  139.  140.  187. 

]^«iht#lel)tre,  SlUßemrltw,  oon  Dr. 
tri).  Sternberg  in  (Eljarlottcnburg. 
I :  Die  mctI}oöe.    Ilr.  169. 

—  n:  Dos  Stiftern.   Ur.  170. 

^thcUlivt,  ileutfdi«,  0.  Qons  probft, 
©tjmnaflolprofeffor  in  Bamberg, 
mit  einer  (Tafel.    Hr.  61. 

|^«H«ion#0erdT{rf|te,  SHttbifd)«,  oon 

Profeffor  Dr.  €ömunö£joröt}.  Hr.  83. 

fle^e  oudj  Buö6I}a. 

vtviltitijen^cn,  oon  Prof.  Dr.  JLii. 

adjells  In  Bremen.    Hr.  208. 
Ilomott.  (5efd)ld)te&.öeutfd)en  Romans 

oon  Dr.  fjellmutl)  mielfe.    Itr.  229. 
l^untrdi-^eutrdTe«  (ßtfpvad)»budj 

oon  Dr.  firid}  Bernefer,  Drofcffor  on 

öer  Unloerfltöt  Prag.    Ilr.  68. 
IHuffifdit»  |Ier*bttd|  mit  (Bloffor  oon 

Dr.  (Erld)  Bernefer,  profeffor  an  öer 

Unloerfltöt  prog.    Ilr.  67. 
fle{)e  au^:  (Brommotlf. 


$ari|*,  Dan«.    Rusgeroalilt  un5  er« 

läutert  oon  Prof.  Dr.  3ullus  Sabr. 

Hr.  24. 
^dinfttnkünftvttktiotttn  o.  Prof.  3- 

Donöerllnn  In  Breslau,  mit  114  5lg. 

Hr.  236. 

in  >er  mtvwtlt,  (Erfte  (Elnfül)rung 
In  öle  tlerlfdje  Sdjmoroöerfunöe 
0.  Dr.  5ran3  o.  tDogner,  o.  o.  Prof. 
0.  ö.  Unloerf.  ©le^en.  mit  67  Hb» 
bllöungen.  Hr.  151. 
^djulpvnKia»  metboölf  öer  Dolfs« 
fdjulc  oon  Dr.  R.  Seijfert,  St^ulölr. 
in  Ölsnl^  i  D.    Hr.  50. 

§imvHrftt*    iHtttplMffimu*    oon 

lians  3afob  (Ef)rlftoffel,o.  (Brlmmels. 
baufen.  3n  flustoabl  Ijerausgcgeb. 
oon  Prof.  Dr.  $.  Bobertog,  Do3ent 
on  öer  Unloerfltöt  Breslou.  Hr.  138. 

^otiolc^lt  oon  Prof.  Dr.  (Etjomos 
adjclls  In  Bremen.    Hr.  101. 

§Vl%*»fttbrikati0n.  CeytllOnöuftrie 
II:  IDeberei,  IDlrferel,  Dofamen« 
tlercrel,  Spleen»  unö  (Borölncn» 
fobrlfotlon  unö  5ll3fabrlfation  oon 
profeffor  maj  (Bürtler,  Dlreftor  öer 
KSnlgl.  ([edintjdjen  Sentrolftellc  für 
(Eejtil.3nöuftrie  3U  Berlin,  mit  27 
Slgurcn.    Hr.  185. 

§pvaAi^tnkntaltv^  CS^tird;«,  mit 
6rammatlf,  Überfe^ung  unö  Er- 
läuterungen 0.  Dr.  I)crm.  3anÖ<n 
In  Breslou.    Hr.  79. 

§pt?c»d|«»irr*«rriTrtft,  (fStmtanirrft*« 
oon  Dr.  Rldj.  Coeroe  In  Berlin. 
Hr.  238. 

—  |inb00tmtan{rrit«,o.  Dr.  R.  mcrln» 
qer,  Prof.  o.  ö.  Unlo.  (Bra3.  mit  einer 
a:afel.  Hr.  59. 

—  ^ontanirdttiOonDr.flöolf  3auner, 
PrtDatÖ03cnt  an  öcr  Unloerfität 
roien.  I:  Cautlelirc  u.  lDortIeI}re  I. 
Hr.  128. 

II :  rDortleljre  II  u.  Sijntaj.  Hr.  250, 

^tctntnte^hunti«,  ^tuifdie,  oon 
Dr.  Ruöolf  mud),  o.  o.  profeffor  an 
ö.  Unloerfität  tDien.  mit  2  Körten 
unö  2  (Eofeln.    Hr.  126. 


^^  0.  %  63fcheti'fchc  Terlagshawdlutig,  Hcfpztg. 


St.„.| 


Statik,  I.  rLtll :  Die  ®runölcliren  ber 
Statif  ftarrcr  Körper  o.  U).  I}aubcr, 
blplom.  3ng.  mit  82  5i9.  Hr.  178. 
—  II.  tEcil:  flngcroanöte  Statil. 
mit  61  Sigurcn.    nr.  179. 

vaplfU  nadj  6cm  Stjftem  oon 
5.  t.  (Babelsberger  oon  Dr.  flibert 
Sdiramm.mUglieö  öes  Kgl.  Stcnogr, 
3nitituts  Bresben,    ttr.  246. 

—  £el)rbud}  6cr  Dercinfaditcn  Dcutfdjen 
Stenograp!)ie  (€img.«St)jteTn  Stol3e« 
Sdjret))  nebft  Sdilüjfel,  £efeftüc!en  u. 
einem  flnl)ang  o.  Dr.  flmfel,  (Dber» 
Icf)rer  6es  Kaöettenljaufes  (Dranien» 
ftein.    Hr.  86. 

^tertadttmie  oon  Dr.  (E.  tDcbcfinb, 
Profeffor  a.  5.  Unioerfität  (Tübingen, 
mit  34  flbbilö.  tlr.  201. 

^tvtfftnttvit  von  Dr.  R.  ©lafer  in 
Stuttgart,  mit  44  Siguren.    Hr.  97. 

^tilhunbe  oon  Karl  (Dtto  £}artmann, 
(Bcroerbcfdiuloorftanb  in  £al)r.  mit 
7  DoIIbilöcm  unö  195  ^ejtOIIu. 
ftrationen.    Hr.  80. 

oon    Dr.    ffiuft.    Rauter  in  (Eljar. 
lottenburg.    Itt.  lia 

^ttvfavbftafft,  pie,  mit  bejonbercr 
Berüdfiditigung  6er  ft)ntl)ctifd|cn 
metl)0öen  oon  Dr.  fjans  Budiercr, 
profejfor  an  6er  Kgl.  (Eeci^n.  Ijod)« 
fdiule  Drcsöen.    Rr.  214. 

^tU^tüpiiit,  pie  tltkUmit,  oon 

Dr.Cu6.ReIIftab.  m.l95ig-  nr.l72. 

^tvtü-^nbußvit  II:  tDeberei,  tDir« 
Icrei,  pofomentiererci,  Spieen»  un6 
(Baröinenfabrifation  un6  Silsfabri» 
fation  Don  Prof.  ma%  ®ürtler,  Dir. 
6er  Königlidien  lEecfjn.  Scntralftelle 
für  ^ertil'3nöuftric  3U  Berlin,  mit 
27  5ig.    nr.  185. 

—  III:  roäf(f|erel,  BIcidierel,  5ärberci 
unb  il)re  £jiIfsftoffe  oon  Dr.lDillj. 
maffot,  Celjrcr  an  6er  Preufe.  1)01). 
Sa^fdjule  für  Icytilinbuftrie  in 
Krcf elb.    mit  28  Sig-    Hr.  186. 


®^<ntta>^i>mlb(tEed)nlf(^e  W&vme» 
le^re)  oon  K.  n)altt)er  unb  m. 
Röttinger,  Dipl.»3ngenieuren.  mit 
54  5ig.    Hr.  242. 

^itvbi0l0iiit  I:  €ntftel)ung  unb 
IDelterbilbung  ber  lEienoelt,  Be* 
3iel)ungen  jur  organifdjen  Ratur 
oon  Dr.  J}cinrid}  Simrotlj,  profeffor 
an  ber  UniDerjität  £eip3ig.  mit 
33  flbbilöungcn.    Rr.  131. 

—  II:  Be3iel)ungen  ber  tCiere  3ur  or» 

tanifdjcn  Ratur   oon  Dr.  ^einridj 
imrot^,  Prof.  an  6er  Unioerjität 

£eip3ig.     mit  35  abbiI6.    Rr.  132. 
^Uvfit0ivapijit    oon    Dr.    HmoI6 

3acobt,  profeffor  6cr  Soologie  an 

6er  Kgl.  5orftafa6emie  3U  tlljaranbt. 

mit  2  Karten.    Rr.  218. 
^itvkunbt  0.  Dr.  5tan3  o.  RJagner, 

profeffor  an  6cr  Unioerfität  (Biefeen. 

mit  78  abbiI6ungcn.    Rr.  60. 
mtvjudjtlthvt,  Allgemeine  un6  fpe3l. 

eile,  oon  Dr.  Paul  Rippert  in  Berlin. 

Rr.228. 

trifdie,  oon  Dr.  ffierl).  I}effenberg, 
Prioat6o3.  an  ber  ^tä)n.  £)0(iiid|ule 
m  Berlin,    mit  70  Siguren.    Rr.99. 

|lntenrid)t«w«r«tt,  ^a*  SffentlWiej 
^«ntrdilttttb«  i.  h,  ®«ß«nn»i>rt 

oon  Dr.  Paul  Stö^ner,  6t}mnafial« 
oberlebrer  in  Zxoidan.    Rr.  130. 

Urgefdridit«  bcv  pienfdiljett  o.  Dr. 

mori3  fjoemes,  Prof.  an  6er  Unio. 
n)ien.    mit  53  Hbbilb.    Rr.  42. 
Ptvfidittuni»matlftmntik  oon  Dr. 
flifreb  £oetDti,  Prof.  an  ber  Unio. 
5rciburg  i.  B.    Rr.  180. 

^Hktvkwtbt  oon  Dr.  midjael  E}aber« 
lanbt,  prioatbo3ent  an  ber  Unioerf. 
n)ien.    mit  56  abbtib.    Rr.  73. 

|tollt!»lieb,     5«*    b«tttrdje,     aus- 

?erDäl}It  unb  erläutert  oon  profeffor 
)r.  3ul.  Saljr.    Rr.  2.5. 

Pfilk^ntivifdjaft^Uljv»  o.  Dr.  Carl 
3oI)s.  Sudjs,  profeffor  an  6er  Uni. 
oerfität  Srciburg  i.  B.  Rr.  13.S. 


^  0.  7.  eöfcbcnTche  Verlagshatidlung,  t-elpztg. 


|?olk»nrti?trdtJ»ft*V0ittlk  oon  (Bei). 
Rcgtcrungsrat  D  r.  R.  van  öcr  Borglit, 
Präfiöcnt  6cs  Stotiftiidicn  amtcs 
in  Berlin.    Hr.  177. 

yHitltkotrilieb,  Jüa»,  im  Dersmaße 
öer  Urfdirift  überfe^t  un6  erläutert 
»on  Prof.  Dr.  f).  aitljof,  (Dberlel)rer 
a.  Realgi}mnafiumi.n)eimat.  Hr.  46. 

IpHalt^ttr  tton  >er  po^tlwtVttt  mit 

Husroal)!  aus  lUinneiong  u.  Sprud)« 
öidjtung.  Rtit  flnmcrfungen  unö 
einem  U)örterbu(ij  oon  ©tto  (Büntter, 
Prof.  0.  b.  Oberrealfdiule  unb  a.  ö. 
(Tcdin.  Ijodjfdi.  in  Stuttgart   Hr.  23. 

lÜDorenkttn^«,  oon  Dr.  Korl  f^affarf, 
profeffor  an  ber  IDiener  fjanöels» 
afabemie.  I.  (Teil:  Unorganifdie 
rOarcn.  xnit40abbilbungen.nr.222. 

—  n.  tteil:  (Drganifdie  IDarcn.  Ittit 
36  abbilbungen.    ttr.  223. 

I^ävme.  ttljeorctifdje  pimfil  II.  (Eeil : 
Cidjt  unb  tDärmc.  Don  Dr.  (Buftao 
3äger,  profeffor  an  ber  Unioerfität 
IDien.    mit  47  abbilb.    Hr.  77. 

W^vmtUiivt.  ®*rf)nird)e,  (®lrei?- 
nta:^tTnitmtk)  oon  K.  rOaltl^er  u. 
RX.  Röttinger,  DipI.Ongenieurcn. 
mu  54  Figuren.    Hr.  242. 

IpBJärdterti.  (EcjtilOnbuftrie  III: 
IDäfdierei,  Bleidjerei,  5ärberei  unb 
i!)rc  ^ilfsftoffe  oon  Dr.rDiII).maffot, 
£cl)rer  an  ber  Prcufe.  fjölj.  5adjfdjule 
für  (Eeftilinbuftric  in  Krcfclb.  Rlit 
28  5ig.    Hr.  186. 

^tbtvti,  TEeftiWnbuftrie  H:  tDe» 
berei,  IDirferei,  pofamentiercrei, 
Spieen»  unb  ffiarbinenfabrifation 
unb  5il3fabrifation  oon  profeffor 
mos  (Bilrtlcr,  Direftor  ber  Königl. 
(Eecfin.  Sentralftelle  für  Q:ertil»3n« 
buftrie  3U  Berlin.  Rlit  27  5tguren. 
Hr.  185. 


^td)ftlkunht  oon  Dr.  (Beorg  5unl 
in  Rlannl)cim.  Rtit  oielen  5ormu» 
laren.    Rr.  103. 

mivkttti.  tCeftilOnbuftrie  U:  IDe. 
berei,  IDirferei,  pofamentiererci, 
Spieen,  unb  ©arbincnfabrifation 
unb  5ihfabrifation  oon  profeffor 
Rtaj  (Bürtler,  Direftor  ber  Kbnigl. 
(Eedjnifdien  3entralftclle  für  tteptil» 
3nbuftrie  3U  Berlin.  Rlit  27  5i9- 
Hr.  185. 

monn  o.  aue,  RJolfrom  o.  (Efiicn» 
baäi  unb  6ottfrieb  oon  Strafeburg, 
austoalil  aus  bem  l)öf.  (Epos  mit 
anmerfungen  u.  n)örterbud|  o.  Dr. 
K.  RXarolb,  Prof.  a.  Kgl.  5ricbriä}s. 
folleg.  3.  Königsberg  T.  pr.  Rr.  22. 

^ivttvbuAi  naäi  ber  neuen  beutfdien 
Re^tfc^reibung  oon  Dr.  I}einric^ 
Kiens.    nr.200. 

—  ^tutfd)t»,  oon  Dr.  5cr&-  Detter, 
Prof.  anb.  Unioerfität  Prag.  Rr.64. 

^tidjitnfatiüt  oon  Prof.  K  Kimmid} 
in  Ulm.  Rtit  17  ttafeln  in  tEon», 
5arben»  unb  (Bolbbrud  u.  135  Poll» 
unb  tEejtbilbern.   Rr.  39. 

i«{dfn«n,   &t0mtMfd1ti^,  oon  f). 

Beder,  ardjiteft  unb  Celjrcr  an  ber 
Baugetoerffdiule  in  Rtagbcburg, 
neu  bearb.  o.  Prof.  3-  Donbcrlinn, 
biplom.  unb  ftaatl.  gepr.  3ngcnieur 
in  Breslau.  IRit  290  5ig-  unb  23 
ttafeln  im  ttejt.    Rr.58. 

iurfterinbttfhri«,  3pie,  oon  Dr.  ing. 
(Emft  £el)er,  affiftent  am  (El)em. 
3nftitut  ber  Unioerfität  Bonn.  Rlit 
11  Sig.    Ur-  253. 
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heorie  und  Praxis  der  Reihen 
on  Prof.  Dr.  C.  Runge  in  Han- 
over.    M.  7.—. 

Iniengeometrie  mit  Anwendungen 
Teli  von  Professor  Dr.  Konrad 
indler  in  Innsbruck.  M.  12.—. 
elirdlmensionale  Geometrie  I.Teil: 
!6  linearen  Räume  von  Prof.  Dr.  P. 
.Sclioute  in  Groningen.  M.IO.— . 
igewandte  Potentialtheorle  in  ele- 
intarer  Behandlung  I.  Teil  von 
ofessor  E.  Grimsehl  in  Ham- 
irg.    M.  6.—. 

ermodynamiic  I.  Teil  von  Prof. 
:.  W.  Voigt,  Göttingen.  M.  10.—. 
ithematische  Optik  von  Prof.  Dr. 
Classen  in  Hamburg.  M.  6.—. 
eorie  der  Elektrizität  und  des 
gnetismus  i.  Teil:  Elektrostatik 
iT  Elektroldnetik  von  Prof.  Dr. 
Classen  in  Hamburg.    M.  5.—. 

In  Vorbereitung  bezw 

nte    der   Astronomie   von 
rnst  Hartwig  in  Bamberg, 
matische   Geographie  von   Dr 
rnst  Hartwig  in  Bamberg.     '' 
iliende  Geometrie  II.  Teil 
Endungen     der      darstej 
iometrie  von  Profess 
eyger  in  Kas/' 
ichte  der  M 
r.  A.  von 
r.  S. 
>ik 
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Theorie  der  Elektrizität  u.  d.  Magne- 
tismus  II.  Teil:  Magnetismus  und 
Elektromagnetismus  von  Prof.  Dr. 
J.  Classen  in  Hamburg.  M.  7.—. 
Allgemeine  Theorie  der  Raum- 
kurven und  Flächen  M.  Teil  von 
Professor  Dr.  Victor  Kommerell  in 
Reutlingen  u.  Professor  Dr.  Karl 
Kommerell  in  Heilbronn.  M.  5.80. 
Niedere  Anaiysis  II.  Teil:  Funk- 
tionen, Potenzreihen,  Gleichungen 
von  Professor/ 
Schubert  in  W 
ThetafunktioiK 
Funktloneiv 
Landfri^'' 
Therm;»^ 
Dx.Y 


ntheorle  v. 
,,, ,  ,  ,,  n Gießen. 
/Tot«  '{  5  II.  Teil 
^r"^  .^T  •  .  Schonte 


I   Fuisuaiii. 

leine  Funktionentheorie  von  Dr. 

aul  Epstein  In  Straßburg. 

liehe  projektive  Geometrie. 

etrische  Transformationen  11.  Teil 

on  Professor  Dr.  Karl  Doehle- 

\ann  in  München. 
«  d.  höh.  algebraischen  Kurven 
^r.  Heinr.Wieleitner  in  Speyer. 


ii  Professor 
.  in  Innsbruck, 
.issor   Dr.  Karl 
ruhe, 
vhttheorie  von  Prof. 
^sen  in  Hamburg. 
jiübstitutionentheorie  von 
jx.  E.  Netto  in  Gießen, 
.er  Flächen  dritter  Ordnung. 
<atisohe  Potentiaitheorie. 
.izitäts-   und  Festigkeitslehre  im 
Bauwesen  von  Dr.ing.H.Reißner 
in  Berlin. 
Elastizitäts-  und  Festigkeitslehre  im 
IWaschlnenbau    von    Dr.    Rudolf 
Wagner  in  Stettin. 
Graphisches  Rechnen  von  Prof.  Aug. 

Adler  in  Prag. 
Höhere    Differentialgleichungen    von 
Prof.  J.  Hörn  in  Clausthal. 


